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本 书 将 解析 国 数 进行 了 全 面 推广 ， 提出 了 半 解 析 状 数 、 共 本 解析 
欧 数 的 全 新 梳 念 及 相应 的 理论 ,并 说 明了 这 和 套 理 论 在 电 伐 场 . 流 体力 学 、 
弹性 力学 、 几 何 变换 等 领域 的 应 用 。 该 理论 比较 系统 ， 内 容 新 窑 ， 山 
于 它 提 供 了 怎样 提出 新 概念 、 怎 样 应 用 新 概念 的 方法 ， 因 而 对 从 事 理 
论 研 究 和 应 用 开发 研究 的 科学 工作 者 是 一 本 重要 的 参考 书 。 本 书 还 可 
作为 理工 科 院 校 复 变 国 数 的 学 习 教 付 . 
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本 书 分 两 篇 ， 第 一 篇 提出 的 补 解 析 夯 数 的 概念 ， 将 解析 
效 数 进行 了 推广 ， 得 到 了 不 少 好 的 结果 及 应 用 . 第 二 篇 论述 
的 共 轿 解析 画 数 则 是 和 解析 画 数 对 称 的 一 类 画 数 ， 它 是 一 种 
共有 特殊 变化 率 的 复 变 夯 数 ， 它 几乎 和 解析 高 数 一 样 美妙 ， 
并 在 很 多 领域 中 有 它 独 到 的 应 用 ， 

叶 解 析 画 数 、 共 思 解 析 画 数 试 图 把 复 变 画 数 研究 推 向 立 
体 化 . 

由 于 作者 的 水 平 所 限 ， 书 中 一 定 存 在 不 少 缺 点 和 错误 ， 
起 请 批评 指正 . 
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第 一 章 “” 牢 解析 函数 
第 一 章 半 和 解析 函数 


§1， 定 义 

假设 档 数 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(x, y) 在 域 D 内 连续 ， 

定义 ] 称 f(z) 在 (xo,yo) 点 是 第 一 类 中 解析 的 ， 车 
在 《X06o, yo) 的 一 个 邻 域内 4:、vy 连 续 ， 且 4 二 v0. 

定义 2 称 f(z) 在 域 D 内 是 第 一 类 人 御 解 析 的 ， 若 对 已 内 
任意 一 点 (x，y) 。f(z) 是 第 一 类 呈 解 析 的 . 

定义 了 称 f(z) 在 (xo， yo) 点 是 第 二 类 中 解析 的 ， 若 
在 (xo，y0o) 的 一 个 邻 域内 4,、v: 连续 ， 且 如 一 一 2:. 

定义 4 称 f(z) 在 域 D 内 是 第 二 类 定 解 析 的 ， 若 对 品 夫 
任意 一 点 (x，y) ，f(2) 是 第 二 类 秆 解析 的 . 

定义 5 设 1(z) 在 区 域 D 内 宇和 解析 ， 考 虑 一 个 包含 D 的 
更 大 区 域 G， 若 存在 下 (>z) 在 G 内 中 解析 ， 且 在 刀 内 三 (z)= 
f(z), 则 称 瑟 (2) 为 1《z) 在 区 域内 的 什 解 析 和 开拓. 

定义 6 设 D 是 一 个 区 域 , f(z) 在 D 内 中 解析 , 称 二 元 体 
{DD，f(z) } 为 一 个 个 解析 元 素 . 两 个 和 解析 画 数 当 且 仅 当 
其 区 域 重 合 ， 而 且 在 其 内 对 应 的 画 数 相等 时 ， 才 称 为 恒 等 ， 
人 $2， 存在 性 

定理 1 车 f(z)= 二 u(x,》) 十 iv(%; 9) 在 域 DD 内 是 解析 
移 ， 则 形 如 f*(z)= [u(x,y) 二 p(y)]+i[v(%, >)+ wp (%)] 


一 1 一 
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的 夯 数 在 了 D 内 是 第 一 类 时 解析 的 . 

定理 2 若 f(z)==w(x,y) 十 iv(x,») 在 域 D 内 是 解析 
的 ， 则 形 如 f*(z)= [u(x,y)+ (x)]+ilv (x, y)+ 9(y)1 
的 画 数 在 局 内 是 第 二 类 中 解析 的 

其 中 m(y)，#%(x) 分 别 为 万 内 的 连续 画 数 ， 

定理 1、2 根 据 定义 容易 验证 . 
85. 主要 性 质 

定理 5 第 一 类 (第 二 类 ) 牢 解 析 函 数 的 实 系 数 线性 组 
合 仍 为 第 一 类 (第 二 类 ) 宇 解析 画 数 . 

定理 3 由 定义 容易 验证 . 

定理 4 营 /(z) 在 域 D 内 是 第 一 类 盾 解 析 的 ，uy、v: 连 


续 ， 由 > 和 在 D 内 是 第 一 类 华 解析 的 ， 则 f(z) 在 内 是 解 
析 的 . 
证 明 设 1(2z2)==u(x,y)4iv(x, y)=4+iv 
F(z) = 1(2) 
2 


—20 


[u(x—Xxo)tv(y—y0)]+ifv(x—x0)—u(y—y0] 
(x 一 Xo)2 十 (了 一 yo0)2 


一 上 5(x,3y)-I7(x,Y) 


35 _37 Qu _9av 
由 于 3x 37” axw 3ay 


不 难得 到 
(0) (Se 


一 大 0 外 必 有 3 au 一 
在 ?一 ys 0 的 域 刀 肉 ， 必 有 38- 十 2 一 0 


+3 一 0 


一 2 一 


故 在 了》 一 了 0 六 0 的 域 D 内 ，f(z) 是 解析 的 . 
又 由 uy、ws 在 域 轧 内 的 连续 性 ， 可 推出 在 一》 一 0 的 直线 


上 也 有 2 十 9 一 0 ， 故 在 域 万 内 7 (z) 是 解析 的 ， 


推论 慨 fs) 在 拓 D 内 第 一 关于 徊 白 ,#10 连续, 基 

f(z) 在 D 内 解析 专 少 存在 一 点 2, 气 DD， 使 得 
f(2)= (z 一 zo)g(z) 

其 中 gp (z) 在 刀 内 是 第 一 类 个 解 析 的 . 


推论 容易 验证 ， 只 须 售 % (2) = 女 22 


20 

定理 5 若 j(z) 在 域 D 内 是 第 二 类 解析 的 ，w:、vy 韦 

灾 ， 且 -并 2 在 内 中 第 二 类 牛 解析 的 ， 则 f(z) 在 D 内 是 解 
析 的 ， 

推论 ” 设 f(z) 在 万 内 是 第 二 类 中 解析 的 ，us、ouy 连续 。 

f(z) 在 D 内 是 解析 的 所 守 存 在 一 点 zDD， 使 得 f (2) 二 
(2—z0)9(z). 

其 中 %(z) 在 刀 内 是 第 二 类 中 解析 的 . 

定理 5 及 其 推论 仿 定 理 4 及 共 推 论 的 证 明 ， 容 易 得 到 ， 

假定 下 面 所 有 的 围 线 都 是 可 求 长 的 约 当 曲 线 ， 

定理 6 ” 若 f(z) 在 单 连 通 域 D 内 是 第 一 类 中 解析 的 ，C 
为 有 内 任意 一 条 围 线 ， 则 | 7(z)4z 为 一 实数 ， 

©C 

定理 6 容易 验证 . 

定理 6 的 消 弱 形 式 ， 

定理 7 C 为 一 围 线 ， 营 f(z) 在 C 的 内 部 第 一 类 中 解 
析 ， 在 C 及 其 内 部 组 成 的 闲 域 G 上 连续 ， 则 | f(z)dz 为 一 

C 
实数 . 
一 8 一 
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为 了 证 明定 理 7， 鞠 看 ， 

引 理 ”对 于 任 一 正 数 6， 任 一 可 求 长 约 当 曲 : 线 C: x*= 
X(t)，》 二 》(t)，( 相 二 1<<ti) 的 内 部 能 被 直线 x 二 a 十 m6， 
y= 二 p 十 m6 (m= 二 0， 土 !， 土 2，…) 于 的 线段 分 成 有 限 个 
区 域 ， 其 中 每 一 个 的 高 论 与 宽度 均 小 于 26，a、pB 由 6 取 定 
后 适当 可 取 ， 

下 面 证 明定 理 7. 

证 因为 f(z) 在 闭 域 G 上 一 臻 连续， 

所 以 对 于 任意 s> 0 ， 总 存在 6>0 (6<1) 使 当 

1z 一 2z20|<46 时 (z，zoEC) 
有 

|f(z2)—f(z0)|<e (1) 
由 引 理 ， 将 C 之 内 部 分 成 有 限 个 区 域 ， 其 中 每 一 个 高 度 和 袖 
度 均 小 于 26 ， 着 用 C: ，…，Cr 表示 这 些 边界 ， 用 SS 表示 由 
让 线 x=w+mdg 与 yy 一 DTTmE6 (1 一 0， 士 1， 士 2，…) 所 
形成 的 正方 形 系 统 . 假定 S 的 每 一 个 正方 形 没有 一 边 或 几 边 
能 将 曲线 C ,分 成 两 个 简单 用 曲线 ， 而 其 中 之 一 为 正方 形 边 
界 . 因为 如 果 这 样 , 我 们 只 须 用 此 二 用 曲线 来 代替 C 。. 显 然 ， 
每 一 个 C ,是 一 个 可 求 长 的 闭 约 当 曲 线 ， 而 且 


N 
1.| ra)dz= 5 | f(a)dz (2) 
C n=1 Cs 


这 里 所 有 一 切 积分 均 沿 正方 向 取 的 . 不 仿 设 曲线 C1，…， 
Cu 中 ， 前 4 个 并 只 有 9 个 与 C 有 公共 点 ， 共 余 的 都 是 完全 位 于 
C 之 内 部 的 正方 形 边界 . 对 它们 引用 定理 6 ， 我 们 有 


IT, | f(z)dz= 0 


Cs 
从 而 由 (2) 式 有 
oo 4 — 


一 


I dz— SI dz | 
"fd EI fd 7 0) 


设 C、C., 的 长 度 分 别 为 二 、 研 ,显然 ， 立志 ,一 工 最 多 


等 于 S 中 其 边 含有 C 的 点 的 诸 正 方形 周 界 之 和 ， 而 这 些 正方 
形 的 数目 过 4(L 上 /16 二 1) .因为 一 个 长 谋 < 6 的 弧 最 多 只 能 
握 4 个 这 样 的 正方 形 有 公共 点 .由 于 6 二 1， 我 们 有 


g 
5 LL<16(L/6+1)<16L+166 - 
= 
于 是 
9 
5 LL,<17L+16 (4) 
条 二 下 


设 z。 为 C ,内 部 或 C ,之 一 点 ， 由 于 C ， 直径 一 46， 于 是 
对 于 C, 任 一 点 z2， 式 (1) 均 成 立 。 于 是 


[网 [f(z)—f (20)1da| 


<el, (5) 


<||。 ro -f(a01dz 
但 是 
1 人 ra-rGeoldz=r 人 raz- 
I, [c fz) dz 1, | fa)dz 
由 此 得 到 
I | f(z)dz |<er., (6) 


晶 (3)、《4)、(6) 式 有 


i Ne 


a 
魏 2 eL,.<e(l7L+16) 


< S| fe, ra)dz 


由 s 的 任意 性 ， 克 7 |。 f(z)dz 一 0 

“定理 8 车 f(z) 在 单 连 通 域内 是 第 二 类 咎 解析 的，C 
人 

此 结论 容易 证 明 , 


定理 8 的 消 吕 形式: 
定理 9 “为 一 围 线 ， 若 /=z) 在 C 的 内 部 第 二 类 中 解 


析 ， 在 C 及 其 内 部 所 组 成 的 闭 域 G 上 连续 ， 则 [f(z)dz 为 
一 虚数 . 。， 

此 结论 仿 定 理 7 的 证 明 可 以 得 到 . 

定理 10 设 DD 是 围 线 C=Co+Ci 十 … 十 C。 所 围 成 的 有 
几 个 “ 洞 " 的 复 通 区 域 ，f(z) 在 DD 内 是 第 一 类 牛 解析 的 ， 则 
c F(z)dz 为 一 实数 . 

此 结论 显然 成 立 ， 

类 似 地 ， 定 理 8 也 可 以 推广 到 复 通 区 域 。 1 

定理 11 若 7(>) 沿 单 连通 区 域 忆 内 的 任意 一 条 围 线 的 积 
分 为 一 实数 ，u。、vs 连 续 ， 则 f(z) 在 D 内 是 第 一 类 牢 解析 
的 ， 

证 明 设 C 为 D 内 任 一 条 围 线 ，G 为 C 的 所 围 区 域 ， 我 
们 有 本 
[人 Hz)az=|。 udx—ody+i | vdx+udy 


一 6 一 


因为 
[f(z)dz 为 一 实数 
所 以 
| vdx + udy= 0 ， 


je emo set 


由 us 一 vy 的 连续 性 及 沿 任 一 条 围 线 的 积分 为 实数 ”可 推出 
us 一 vy 一 0 ”在 G 上 或 成 立 . 

定理 12 若 /(z) 沿 单 连通 区 域 D 内 的 任意 一 条 围 线 的 
积分 为 一 虚数 ，us, 、v; 连续， 则 f(z) 在 DD 夫 是 第 二 类 于 解 
析 的 ， 

此 结论 仿 定 理 11 的 证 明 容易 得 到 . 

易 知 上 述 两 个 结论 对 于 复 通 区 域 也 感 立 . 

定理 135 ”车 1(z) 在 域 D 内 是 第 一 (二) 类 牛 解 析 的 ， 
则 if(z) 在 域 D 内 是 第 : (一 ) 类 中 解析 的 ， 

此 结论 很 容易 验证 . 它 类 明 两 类 侍 解 析 画 数 的 相互 转 
化 ， 实 际 上 是 几何 上 的 一 种 特殊 的 90" 旋 转 ， ，:，. 

定理 14 若 7(z) 是 第 二 类 中 解析 的 ， 则 一 定 存在 实 画 
数 p (x，》) 使 得 f(z) =V2(x，y)， 且 这 样 的 p(x，y) 有 无 
穷 多 个 ， 但 彼此 相 着 一 个 常数 . 反之 ， 车 f (2) 二 Vg (x, 》)， 
则 f(z) 是 第 二 类 中 解 折 的 . 


其 中 Vg (x， 力 =(8 99) . 地 | i 
证明 设 f(z)=4+iv. 因为 f(z) 是 第 二 类 人 解析 的 ， 
所 以 I - 村 人 


Fst ne 


Ee Se i Eh ma tr 


故 可 定义 
C(x, Y) 
p(x%, y) 合 udx—vdy 
(220, yo) 


(+AT,y) 
ofX 十 Ax，y) 一 0 (xy) = udx—vdy 
(2721) 
一 2(X 十 OAX，7)Ax (0<0<1) 
所 以 
lim PFAX YT PE x, ») 
Az—0 Ax 


即 和 =u(x, >») 


同 理 可 证 
Dp — vx, y) 
所 以 加 
f(z2)=v9p(x, >) 

显然 ， 这 样 的 p(x，2?) 不 止 一 个 ， 且 彼此 想 盖 一 个 常数 。 遂 
定理 也 容易 验证 ， 

定理 15 若 f(z) 是 第 一 类 盾 解析 的 ， 则 一 定 存 在 实 男 
数 p(x*，2) 使 得 if(z) = 二 Vp(x, >), 且 这 样 的 p(x，>》) 有 无 
穷 多 个 , 但 彼此 相差 一 个 常数 .反之 ， 若 i (2) =Vgp(x, y)， 
则 f(z) 是 第 一 类 竺 解析 的 。 \ 

证 明 因为 1(z) 是 第 一 类 牢 解析 的 ， 所 以 if (z) 是 第 二 
类 定 解 析 的 ， 于 是 定理 15 的 证 明 转 为 定理 14 的 证 明 , 

定理 16 ” 若 F(z)= (4(x, ?7，2(2 7y)) 是 第 一 类 牢 解 
析 的 ， 则 一 定 存在 b = (4b,， by, b.,), 使 得 | 
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a 二 (4(, y)， 一 v(x, y)，w (x, yy)) 一 VX b. 相反 的 ， 
若 & 一 (U(x, y), —v (x,y), w(x,y))=VXb ， 则 
f(z)== (u(x,y)，v (x, 》)) 一 定 是 第 一 类 牢 解 析 的 ， 且 满 
足 a ==V Xb 的 b 有 无 旁 多 个 ， 但 彼此 相差 一 个 Vg. 


i k 

3 3 3 
其 中 VXb= 9x 3y 939z 

bb 


定理 17 若 f (2) 二 (u(x,y》), (xy)) 是 第 二 类 中 解析 
的 ， 由 一 定 存 在 b = (b,, b,, 6b;) 使 得 
a 一 (一 7 (x%,y)， 一 (xy)，w(x,y)) 一 YXb. 相 反 的 ， 
苦 a 一 (一 (xy)， 一 42(x yy)，Uw (xy)) 一 VXb ， 则 
f(z2) 二 (u(x,y)，v(x, 》)) 一 定 是 第 二 类 守 解 析 的 ， 且 潇 
足 a = VXb 的 b 有 无 穷 多 个 ， 但 彼此 相差 一 个 V9. 

以 上 两 个 结论 的 证 明 类 但 定理 14、15 的 证 明 , 

定理 18 {Di，f1(z)  ，{ D，，f2(z) } 为 二 个 同类 
的 小 解析 元 来. 

(1) 区 域 D1 和 D; 有 一 个 公共 域 d1。，D1 及 D; 互 不 包 


含 


(2) f1(2)=f:(2), zedis, 
则 { Di 二 DD ，(z) } 也 是 一 个 侍 解 析 元 数 . 
f1(2) zeD1—diz 
其 中 F(z)=4f, (2) zeD,—di, 
f1(2)= fo (2) 2edls 
定理 19 {Di，fi(z)}，{D,，，f。(z) } 为 二 个 隆 
类 补 解 析 元 素 . (此 处 以 第 一 类 为 例 ) 


i i - 


(1) 区 域 D, 与 D; 不 相交 ， 但 有 一 段 公共 边界 ， 际 挤 其 
端点 后 的 开 弧 记 为 三， 
(2) 万 (z)、227、2 在 站 :十 二 上 连 续 ， 
Fa (z)、2032 7 、07 和 在 忆 十 大 上 连续 ， 
则 4 如 ;十 厂 十 D,， 玉 (z) } 也 是 一 个 全 解析 元 素 .。 


f1(2) zeD, 
其 中 ,F(z2)= 1f1(2)=f,(2) zeT 
f» (2) zeD,l 


以 上 两 个 结论 由 定理 6 、8 、11、12 仿 解析 开拓 容易 证 
明 ， 且 开拓 一 般 不 是 险 一 的 . 
8$84， 物理 背 早 

为 叙述 方便 ， 下 面 以 流体 力学 为 例 . 

设 流体 在 z 平 面 某 一 区 域 吕 内 作 定 常 流 动 ，f (2)= 
u(x, 》) 十 iv(x, yy) 表 示 z ED 处 的 流 汪 ，u(x, y)、v(x, >) 
分 别 是 f(z) 的 水 平 及 创下 分 速 , 现 考 察 流体 单位 时 间 淹 过 
7 的 流量 . 

设 ”六 ;为 单位 时 间 内 流 过 - 的 流量 ， 

三 ?为 流 束 的 环 量 ， 
如 


= dy ,dx =| 一 
N,=| (2 "jd 一 ， vdx++udy 


dx 9 之 ) -| 
m=].( Zs 二 vv 去 ds ,udx+vdy 


写成 复数 形式 : 
rtiN,=| uaxtvdyti | —vudx+udy 
7 7 


我 们 称 六 =) 为 复 速度 . 
眼 设 在 流动 过 程 中 ， 刀 中 无 源 漏 , C 为 D 内 任 一 条 围 线 ， 
由 于 不 可 压缩 性 ，N。 一 0， 故 


| Faz=r。 -人 udxtvdy 


假设 4 、vy 连续 ， 由 定理 11 可 知 f(?) 在 DD 内 是 第 一 类 折 解 
析 的 . 

相反 ， 如 果 一 个 流动 的 复 速 度 是 第 一 一 类 千 解 析 的 ， 则 沿 
DD 内 任 一 围 线 C 的 积分 


| 7 42=| udx+vdy, N= 0 
C CC 


故 在 已 内 流体 是 无 源 漏 的 ， 

于 是 我 们 得 到 : 

定理 20 ”定常 平面 流动 在 D 内 无 源 的 《 字 在 D 内 流动 
的 复 速 度 是 第 一 类 中 解析 的 . 

同样 考 侍 无 旋 的 情形 ， 容 易 得 到 : 

定理 21 定常 下 面 流动 在 DD 内 无 旋 的 亏 仿 在 DD 内 流动 
的 复 速 度 是 第 二 类 守 解 析 的 , 

以 上 现 个 结论 ， 适 合 于 一 切 定常 平面 向 量 场 . 由 此 可 
见 ， 无 散场 、 无 旋 场 (平面 ) 的 所 有 性 质 均 可 搬 到 中 解析 画 
数 中 去 ， 而 年 解 析 醒 数 的 所 有 性 质 亦 可 应 用 到 无 散场 、 无 旋 
场 中 去 . 

85. 复 变 画 数 分 解 定理 

下 面 我 们 可 以 看 到 相当 广泛 的 复 变 画 数 与 告解 析 画 数 有 
着 直接 的 联系 ， 这 使 个 解析 画 数 的 研究 具有 特殊 的 意义 ， 这 
一 点 使 解析 画 数 相形 见 抽 . 

定理 22 ”有限 域 呈 内 一 阶 偏 导 H6lder 连续 的 1(z) 可 以 


1 ee pe 


A 


分 解 成 两 个 牛 解析 画 数 的 和 . 
f(2)=f1(2)+ f(z) 

其 中 f1(2)、f;(2) 分 别 为 第 一 、 二 类 折 解 析 阔 数 . 

为 了 证 明 上 述 结 论 ， 我 们 做 些 必要 的 准备 工作 ， 

称 4(X, y, ?2) 在 域 D 内 Holder 连 续 ， 车 对 任意 的 两 点 
P、 QED, 有 14(P)--p(QI<K PQ "， 

其 中 PQ 是 P、Q 间 的 距离 ， 玉 、a 是 常数 , 0 之 a<1. 

称 (X,Y, 2) 一 (UTCX y, 2), La (X,Y 2), hax, y, 2)) 
Holder 连 续 ， 车 41(%, ,2)， Ha (X,Y, 2), Lal(%, y, 2), 
都 Holder 连 续 . 

*3 引 | 理 ” 若 u(x, >》,2) 在 域 D 内 Holder 连续 ， 则 一 定 存 
在 两 次 连续 可 微 的 G(x, y, 2) 使 

V(x, y,2) 一 一 4xy(X,》,2) 成 并 . 

显然 ， 以 上 结论 也 适合 矢量 的 情形 ， 
媳 ] VG(x, »y,2)=—4xrH(%, »,2) 

下 面 我 们 来 证 明定 理 22 . 

证 由 vp=V"K 


可 得 出 
__ 1 fvek 
$= 二 | r dv 
由 vi$=—vxK 
可 得 出 


中 一 -1 YeXk&du。 
47 r 


由 引 理 ， 当 K 的 一 阶 偏 导 Heoler 连 续 时 ，y、g 都 是 二 式 连 续 
可 微 的 . : 
不 难 推出 ， 


K=vxytvy 水 炒 ， 
显然 ，VX 外 是 无 散 的 ，V% 是 无 旋 的 . 
设 1(z)=(w,v)， 则 f(z) 二 (wu 一 v) 取 
K= (u, ~—~v, 0) 
因为 ”7(z) 的 一 阶 偏 导 Holder 连 续 ， 所 以 K 的 一 阶 偏 导 
也 Halder 连 续 ， 因 此 米 米 对 此 K 也 成 立 . 
即 K=Vxgq+vy 
=(K:D, KD, KID)+(KD, KD KD) 
不 难 验证 (KK!*，，K;*，) 是 无 旋 的 . 


事实 上 ， 
_ fa ayg 3Y 
vy (名 , 总， 并) 
所 以 
(2) C2) ap 9 
Vx KI, Ks) -vx (oY , 癌 ) 
-9% ap 10 
9y9x 99x9y 


下 曾 证 明 (玉生 ， 天 和 ) 是 无 散 的 . 
出 六 二 VX 十 Vy 知道 


VXY=VxX | dv， 


分 析 上 式 
VeXK=V:X(K.,(é, 7), K,(é, 7), 0) 
一 3 有 。 3K 
(0) 09, gE 5) 
所 以 
aK,; 23K, 


xs-vx (oo 吉 | 于 了 co ) 


ee cs Ee ， 这 让 en 


一 《天 和 下 (0，0) 


因为 
V* (VXqP)=0 
好 
dK 3 天 人， 30 
一 -一 0 
ax + ay tz 
于 是 | 
(1 C1) 
9% ay 
因此 


(Ks ， 太 入 ) 无 散 . 


而 \ 
(u, KID, Ks )+(KS’, Ks) 


取 
f1(2) =(K 2, Ks ), f2(2) 一 (民生 ， 天 人》 
则 
1(z) 一 万 (z) 十 疡 (2) 
于 是 


f(2)=f1(2)+ f(z) 

由 全 解析 函数 的 物理 背景 可 知 ，f1(z)、fs(z) 分 别 是 第 一 、 
二 类 征 解 析 画 数 ， 寺 是 定理 得 证 . 

只 要 仔细 观察 定量 22 的 证 明 过 程 ， 我 们 发 现 对 男 一 类 画 
数 也 可 以 分 解 ， 即 

定理 235 闭 域 上 二 次 连续 可 微 的 复 变 画 数 f(z) 可 以 分 
解 成 两 个 秆 解 析 画 数 的 和 ， 
即 f(a)=f1(2)+f2 (2) 

其 中 ，f1(z)，f2(z) 分 别 为 第 一 、 二 类 中 解析 画 数 . 
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第 二 章 ” 半 解析 函数 
对 平面 场 论 的 发 展 


生 解 析 画 数 的 研究 可 以 深化 对 斑 面 场 的 认识 ， 初 步 看 来 
有 : 

定理 1 无 散场 和 无 旋 场 经 各 点 为 中 心 同 向 90° 旋转 相 
互 转化 . 

此 结论 由 第 一 章 定理 13、 定 理 20、 定 理 21 明 显 看 出 ，. 

定理 2 车 一 个 无 散场 (无 旋 场 ) 经 以 各 点 为 中 心 的 同 
向 90" 旋转 仍然 是 无 散 的 〈 无 旋 的 ) ， 则 这 个 场 是 调和 场 . 

此 结论 可 以 用 来 物 断 无 散场 《无 旋 场 ) 是 不 是 调和 场 . 

这 个 结论 可 以 简单 解释 如 下 :一 个 无 散场 经 以 各 点 为 中 
心 的 同 向 90 "旋转 后 仍然 是 无 散 的 ， 根 据 定理 1， 它 也 应 该 是 
无 旋 的 ， 于 是 它 弃 无 散文 无 旋 ， 故 为 调和 场 . 

定理 5 有 限 域 D 内 一 阶 仿 导 Holder 连 续 《有 限 闭 域 上 
二 次 连续 可 微 ) 的 平面 场 可 分 解 成 一 个 无 散 的 平面 场 和 一 个 
无 旋 的 平面 场 . 

此 结论 是 第 一 章 定 理 22、23 的 直接 推论 ， 

* 补 充 : 近 几 年 来 有 一 此 数学、 物理 工作 者 在 进行 咎 解 
Te 

结论 1 设 f,(2) 一 uw, 十 iv 是 第 一 类 中 解析 的 ，n 一 
1，2.…，/(2) 二 4 io 是 区 域内 的 复 轴 数 ， 且 清 呈 


。， 见 参考 文献 [12] 
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(1) lim js(z) 一 让 (2) 
R400 


(2) 面 数 列 | 3&* | 在 城 忆 内 一 致 收 航 ， 


则 f(z) 是 第 一 类 生 解 析 的 . 

结论 2 设 f,(2)==u, 十 iv, 是 第 二 类 牢 解 析 的 ， n= 
1，2，…，f(z) 是 区 域 D 内 的 复 画 数 ， 且 满足 

(1) im f.(2)=f(2) 


(2) 而 教 列 { 2 } 在 区 域 刀 内 一 致 收 生 ， 


则 jj (z) 是 第 二 类 中 解析 的 ， 
对 于 中 解析 开拓 有 ， 
结论 3 设 
(1) DD 和 D* 分 别 为 z< 的 上 秆 平 面 与 下 牛 平 面 的 两 个 区 
域 ， 关 于 实 轴 对 称 且 它们 的 边界 都 包含 实 轴 上 一 条 线段 5， 
(2) { 卫 +S，F(z) } 为 第 一 (二) 类 中 解析 元 素 ， 
f(z) 在 D 十 S 上 连续 ， 且 在 9 上 取 实 数值， 
则 画 数 
f(z) 2€ED+S 


F(z) ={ 
f (2) 2ED* 
在 区 域 D+S 十 D* 上 为 第 一 (二 ) 类 解析 画 数 ， 亦 即 FF(z) 
为 区 域 D+S+D* 上 的 什 解 析 百 拓 ， 最 后 指出 ， 这 种 开拓 不 
具有 了 瞧 一 性 . 
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第 二 篇 共 轿 解析 函数 


第 一 章 。” 共 扬 解 析 函 数 


8$1。 定义 
1， 共 恩 导数 与 共生 解 析 画 数 的 概念 
设 画 数 岂 = 了 (z) 于 区 域 D 内 有 定义 ， 给 自 变 量 2 ED 以 
增 量 Az==Ax 二 iAy(z 一 x 十 iy)， 使 (z++Az)ED， 大 计 算 
由 于 自 变量 所 引起 的 隙 数 w= 了 f(z) 的 增 量 : 
Aw=f(zt+A2)—f(2) 
Aw 


如 果 Az 按 任 意 方 式 趋 于 需 时 比值 A 的 极限 存在 ， 


其 值 有 限 ， 则 称 此 极限 为 画 数 f(z) 在 点 z 的 共 轿 导数 , 记 为 
f° (2): | 


fo (2) = lim -人 2 (1) 
Az=0 Az 


这 时 称 画 数 f(z) 于 z 点 共 罗 可 导 或 共 斩 可 微 . 
例 1，F(z) = :> 在 复 平 面 上 处 处 共 斩 可 导 ， 


所 以 lim -一 一 一 一 1 
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因此 ， f(z) = z 在 复 平面 上 处 处 共 度 可 导 , 且 f° (z) ==1. 
例 2 试 证 了 (2) = za 在 复 平面 上 处 处 共 斩 可 导 ， 且 
f° (2) =n zn-1. 


证 设 z 是 任意 固定 的 点 ， 我 们 有 


了 - 
lim (z+ Az) 一 = lim | 1 za 1 十 
Az—>0 Az Az>0 


0 2a-2Az 十 .… 十 (和 >z )™-1 | 


Hn 2n-1 


定义 1 若 丽 数 思 = 了 (z) 在 区 域 D 内 处 处 苍 可 导 ， 则 
称 f(z) 为 区 域 忆 内 的 共 辆 解析 画 数 ， 或 称 f(z) 于 区 域 DD 内 
共 圈 解析 . 

在 区 域 六 内 ， 若 除了 某 些 例外 点 外 ，f(z) 在 如 内 各 点 
共 轿 解析 ， 则 这 些 例 外 点 称 为 1(z) 在 DD 内 的 奇 点 . 


例如 zw 一 。 在 2 平面 内 以 > 一 0 为 奇 点 ， 


我 们 知道 ， 解 析 画 数 在 一 点 解析 ， 就 可 推出 其 各 阶 导 数 
在 该 点 解析 ， 并 且 可 以 形成 替 级 数 . 以 后 ， 我 们 可 以 看 到 共 
声 解 析 责 数 与 解析 画 数 -一 样 优美 ， 

容易 验证 : 

(1) 车 f1(z)，f2(z) 在 区 域 D 内 共 轿 解析 ， 则 共和 、 
差 、 积 、 商 〈 在 商 的 情形 , 要 求 分 母 在 D 内 不 为 看) 在 如 内 
共 略 解析 ， 并 且 ; 

(f1(2)+f2 (2))° =f1(2)+f:(2) 

(f1(2)» f2(2))° =f1(2):f2 (2)+f1(2)f2 (2) 
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(2 ) = f° (2) fo (2) ~—f1 (2) fs (2) 
fa (2) [fa C2) 1 
Ts(z) 关 0] 
(2) 复合 画 数 的 共 斩 求 导 法 则 
设 函 数 一 f(z) 在 区 域 D 内 共 思 e 解 析 ， 西 数 w=g(E ) 
在 区 域 G 内 共 轿 解析， 车 对 于 D 内 每 一 点 ， 画 数 f(z) 的 
值 5 均 属于 G， 则 w = g( f(z) ) 在 DD 内 共 圈 解 析 ， 且 
~(g( f(z2) )° = g° (8).f° (2) 
(3) 反面 数 求 导 法 则 
设 史 =f(z2) 在 域 D 内 共 轿 解析 ， 且 f° (2)0, zED. 
P 为 z 在 D 上 变化 时 忆 = 了 (2) 所 取 值 的 集合 . 设 2= p(w)》 
是 丽 数 /(z) 的 单 值 反 丽 数 ， 且 在 了 上 连续 ， 则 2 二 p(w) 在 P 
上 共 酸 解析 ， 且 
0 上 1 
(0) pe) 
2， 共 思 解 析 条 件 
假设 包 ==f (2) 二 w(x,y) 十 iv(x, y》) 是 复 变 数 2 一 x 二 iy 
的 一 个 定义 在 区 域 D 内 的 画 数 .一 般 说 来 ， 如 果 画 数 4 与 w 
互相 独立 ， 即 使 面 数 w(x, y) 及 w(x,y) 对 xx 与 y 的 所 有 仿 
导数 都 存在 ， 画 数 f(z) 通 常 仍 不 是 共 办 可 微 的 . 例如 w= 
z= 二 x 十 ?iy 处 处 连续 ， 霸 且 4#=x*，v= 二 yy 对 x 和 y 的 一 雪 
偏 导 数 都 存在 .由 定义 容易 验 证 ，w 二 2 却 处 处 不 是 共 轿 
可 微 的 ， 因此， 车 画 数 f(z) 是 共 轿 可 微 的 ， 它 的 实 部 4 与 万 
部 v 应 当 不 是 互相 独立 的 ， 而 必须 适合 一 定 的 条 件 ， 下 面 我 
们 就 来 研究 这 种 条 件 . 
车 f (2) 二 u(x, 9) 十 iv(x,y) 在 一 点 共 罗 可 微 ， 而 且 设 
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lim Ft+A) 12) jo (2) (2) 
Az-»0 Az i 

兮 Az =Ax—iAy, f(z+A2)—f(2)=Au-HiAv 

其 中 Avu=u(x+Ax, y+AY)—u(x, y) 
Av=v(x+Ax, y+ Ay)—v(x, y) 


《2) 式 变 为 
- Au 二 iAo _ 
人 一 KZ 二 大 广 =f° (2) (3) 
Ay™0 


因为 Az=Ax+iAy 无 论 按 什么 方式 趋 于 需 时 ，(3) 式 总 是 
成 立 的 . 先 令 Ay 一 0，Ax~0， 即 动 点 治平 行 于 实 轴 的 方 向 
趋 于 z 点 ， 此 时 (3) 式 变 为 | 


。 Au |.. Av 
lim 一 一 二 lim -=f (> 
Ar0 Ax Ar—0 Ax f ( ) 


于 是 
_94 .97 ji 锯 
ax 9 3x 必然 存在 ， 
且 有 
9u 9v _po 
ti) (4) 
同样 ， 让 Ax 一 0， Ay~>0, (3) 式 变 为 
_ Au+t+iAv i. Au ; Av 
lim i lim -一 一 一 lim ~ =f'(z) 
Ay>0 一 1Ay Ay>0 Ay Ay=>0 A 
故 知 
ou av ~ 
Jy 3y 亦 必 存 在 ， 
且 有 


i = f(z) (5) 


9y oy 
上 比较 (4) 式 及 (5) 式 得 出 
uu 9 94 -97 米 
3x ay ”ay 9x 


法 站 关 于 到。 的 分 方 各 组， 区 为 共和 信任 、 

总 结 以 上 讨论 ， 即 得 下 述 结 

定理 1 (入 可 役 的 必要 条 伯 ) 

设 落 数 f(z) 一 u(x, y) 二 iv(x, y) 在 区 域 DD 内 有 定义 ， 
且 在 DD 内 的 一 点 z= 二 x 十 iy 共 轿 可 微 ， 则 w (x, y)、v(x,y》 
在 此 点 有 偏 导 数 u:、uy、v:、v;， 且 满足 共 轿 解析 条 件 ， 

由 下 例 可 见 定理 中 的 条 件 不 是 充分 的 ， 

例 4”， 画 数 /(z) =1 ixy| 在 z=0 处 满足 定理 1 中 的 
条 件 ， 但 在 z=0 处 不 是 共 轿 可 微 的 . 


证 因为 u(x,y) =V [xy| ,v(x,y)=0 


wu(Ax, 0) —u(0, 0) 


Ax =0=v (0, 0) 


us(0,0)= lim 
Ar-»0 

us (0,0)= lim 4(0, Ay)—u(0,0) 0 v.00,0) 
Ay—0 Ay 

而 


fA) 100) VA 
Az Ax—iAy 


在 Az>0 时 , 无 极限 ， 这 只 要 全 Az=Ax+iAy 沿 射线 
Ay 一 KAx(Ax>0) 随 Ax~(0 时 而 趋 于 堆 ， 即 知 上 述 比 值 


是 一 个 与 有关 的 管 -RR 一 
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我 们 把 定理 1 的 条 件 适 当 加 强 ， 就 得 到 : 

定理 2 〈 共 轿 可 微 的 充分 必要 条 件 》 

设 画 数 j(z) 二 u(x, y) 十 iv(x, »y) 在 区 域 D 内 有 定义 ， 
则 f(z) 在 D 内 一 点 >=* 十 i7 共 圈 可 微 的 充分 必要 条 件 是 : 
(1) 二 元 图 数 4(x,y) ，z(x,y) 在 点 (Xx, y) 可 微 . 
(2) w(x,y》)，v(x,y) 在 点 (x，>) 满足 共 印 解析 条 
作 . 

上 述 条 件 满足 时 ，f(z) 在 点 z=x+iy 的 共 轿 导数 可 
以 表示 为 下 列 形 式 之 一 : 


ou ,dv _ 9v ,9v 

1() = 9x Tax By "ax 

_ ou . gu ar . Ou 
ax ay 3y tiay 《6) 
证 必要 性 设 f(z) 在 DD 有 夫 一 点 z 共 轿 可 微 则 
Af(z2) =f°(2) Az + 7 Az 《7) 


其 中 了 是 随 Az >0 而 趋 于 雳 的 复数 
车 售 ”让 (2z) 一 CT+iD，Az=Ax 二 IIAy， 
Af (2)=AutiAv | 
则 (7) 式 可 写成 
Ar 二 Au 一 acAx+pBAY-HiICAx 一 <cAy) 十 7 十 7 
这 里 ，7: 二 RA(7，Az )，7s 一 Tn(7，Az)， 它 们 是 
1Az| =V Ax? 十 Ay? 的 高 阶 无 穷 小 . 
此 较 上 式 的 实 、 虚 部 ， 即 得 
Au=aAx+pBAY+n 
Av= Ax—aAy++7, 
由 数学 分 析 中 二 元 责 数 定义 ， 可 知 u(x, 》) 与 0 (%, y) 在 


眶 (xy) 可 微 ， 且 
Ur= QQ=—vUy, us= P=v., 
充分 性 ”由 w(x,》) 及 v(x, 7》) 的 可 微 性 知 在 点 (x, >) 
处 有 
AU 一 2 AX 十 UyAy 十 771 
Au 一 pz>Ax 十 vyAy 十 7a 


其 中 71 及 9。 是 Y/ AAS75 的 高 阶 无 穷 小 再 由 闪 印 
解析 条 件 ， 可 全 


QQ=Us= Vy, Uy=vVs=f 
于 是 
Af=Au+iAv=aAx++pPAy+71 十 
十 (BAx 一 CAY 十 02) 
一 (C++ip)(CAx 一 上 Ay) 十 71 十 77a 
或 ， 
Af oatip+y 
Az 
类 中 


oh- | 21 了 丁 ? 人 2 2 | |72| _ 
由 于 |< TAR 


所 以 lim Sr catip 


Az>0 Az 
色 f°(2)=atif=ustivs = —vy+iv, 
一 4 十 1 一 一 Dy 十 TU 


总 结 定理 1 及 定理 2 ， 我 们 得 到 一 个 列 划 夯 数 在 区 域 忆 
状 共 圈 解 析 的 定理 . | | 
一 23 一 


人 mn me me 


定理 5 f(z)=u(x, y) 十 iv(x,y) 在 区 域 品 内 共 较 解 
析 的 充分 必要 条 件 是 . 

(1) ts:、uy、vV:、vy 在 人 内 连续 ， 

(2) 在 DD 内 处 处 满足 共 思 解 析 条 件 ， 

证 充分 性 因为 u:，4y,，v:，vy 在 口内 连续 ， 保 
证 了 w(x,y)、v(x,y) 在 DD 内 各 点 的 微分 均 存在， 所 以 
由 定理 1、2 可 以 推出 f(2)==4(x,y》) 十 iv(x, y) 在 忆 内 共 罗 
解析 . 

必要 性 ”在 本 章 ， 我 们 将 证 明 f°(z) 是 连续 的 ， 于 是 
必要 性 立刻 得 证 . 

例 5 试 证 Fz)=e" (cosy 一 isiny) 在 复 平 面 上 共 辆 解 
析 ， 且 f° (z) = 了 (z)， 

证 因 u(x, y)==e’cosy, v(xX, y)=—e’siny, 
而 Ws—=e COSY, 2 一 一 6 Siny 

vs——e’siny, Vy=—e’COSY 
显然 4&,、ty、v:、vy 在 > 平面 上 处 处 连续 ， 且 &: 一 
一 fb 一 yz， 江 足 共生 解 析 条 件 . 由 定理 8 知 f(z) 在 z 平 
面 上 共 较 解析 ， 大 县 
F(z) 一 zz 十 ro 一 ercosy 一 iersiny 一 了 (2) 

3， 由 共 思 解析 画 数 条 件 所 得 的 推论 

推论 1 若 f(z) 在 区 域 D 内 共 狗 解析， 和 且 f°(z) 一 0、 
(zED)， 则 在 DD 内 f(z) 二 常数 . 

证 由 假设 f(z) 一 u(x, y) 十 和 (xy) 在 六 内 每 点 共 辆 
解析 ， 且 7 (z) 一 4 十 i: 一 一 十 2 一 0. 
所 以 ， 在 已 内 必 有 

2 一 0，2 一 0，7: 一 0，2 一 0 

于 是 ， 在 娓 内“、" 必 是 常数 ， 即 在 D 内 f(z) = 常数 


推论 2 若 f(z)=u(x, 内 十 iu(x,y) 在 区 域 刀 内 共 统 

解析 ， 且 六 (2z) 兰 0 (zED)， 则 
U(X, I)=C1, vx; y)=C, (C1,C 为 常数 ) 

是 忆 内 两 组 正 交 曲线 族 。 

证 因 了 (2z) 六 0 (zED) ， 故 在 (x, 7) 点 24、vz 必 不 
全 为 需 ， | 

(1) 设 在 (x, ?) 点 4&: 送 0， 由 共 思 解 析 条 件 ， 当 然 还 有 
vyX0， 曲 线 u(x, y)= 一 Ci 的 对 率 由 

0=du=u.dx+uydy 


上 
求 得 K, = wy 
同 理 可 求 得 曲线 v(x, y) 一 Cs 的 和 寻 率 ，; 
K,= 
因 Dy 
Ur TU 。 Dr 
故 在 (Xx, y) 点 ， 天 。 "Kk, 人 一 vy ]， 


斯 以 曲线 xx,y)=C, 与 v(x, yy) 一 Cs 在 (x, y) 点 正 交 ， 
(2) 在 (x, y) 点 ， 车 不 是 “wzs0 且 ws 关 0” 的 情形 ， 
此 时 过 交点 的 两 条 切线 ， 必然 一 条 为 水 平 切线 ， 另 一 条 是 铅 
理 切 线 ， 它 们 在 交点 处 正 交 . 
最 后 指 出 ， 当 zo 二 Xo 十 iyo ED， (20) 则 两 曲 
U(X, y)=Uu(Xo, Yo), v(xX,»)= V(xo, Yo) 
必 在 (xo, yo) 处 正 交 . 
§2， 共 轿 解 析 丁 数 与 调和 图 数 的 关 采 
在 下 一 节 ， 我 们 将 证 明 在 区 域 刀 内 兴 妮 解析 的 画 数 具有 
住 意 阶 共 箔 导数 ， 而 共 罗 解 析 函 数 的 实 部 “与 杀 部 v 的 偏 导 


A ae pape EES 


数 都 是 连续 的 。 因 此 ， 特 别 地 。 在 区 域 刀 内 xx、" 都 有 二 
阶 连 续 偏 导数 。 现 在 我 们 来 研究 应 该 如 何 选 择 nw 和 v 才 能 使 
落 数 4+iv 在 区 域 D 内 共 圈 解析 . 

设 f(z2)=w+iv 在 区 域 D 内 共 辊 解析 ， 则 由 共 罗 解 析 


ou _ av du _ 9o 
条 件 ， ax ay dy ax 
得 
Ou ov Qu __ av 
Ox Dyax ay? Dx3y 
327 av 
三 -22 左 号 = 
因 3ay 与 3 在 人 D 丙 连 续 ， 所 以 3 373x 
故 在 已 内 - 
au 于 Ou _ 2?v 232v 
22x 9y? ayax Dx9y 
同 理 ， 在 DD 内 有 
27) 2 
9 9v -0 
9 x 9y? 


可 见 ，w、v 均 为 D 丙 的 调和 函数 . 

定义 2 ”区域 DD 内 满足 共 思 解 析 条 件 的 两 个 调和 画 数 2、 
"中 ，> 称 为 4 的 共 酝 调和 而 数 . 

由 上 面 的 讨论 ， 我 们 已 经 证 明了 : 

定理 4 车 f(z)=u(x, >) 十 iv(x,y) 在 域 DD 内 共 轿 解 
析 ， 则 v(x,y) 必 为 u(x, y) 的 共 轿 调和 责 数 ， 

反 过 来 ， 车 4、v 是 任意 选取 的 在 区 域内 的 两 个 调和 
阔 数 ， 则 4 十 iv 在 内 不 一 定 共 轿 解析 . 

要 想 4u+iv 在 单 连通 区 域内 共 思 解 析 ，w 及 v 还 必须 满 
足 共 轿 解析 条 件 ， 即 "必须 是 zx 的 共 轿 调和 画 数 ,由 此 ， 若 
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已 知 实 部 (或 虚 部 v), 就 可 以 求 典 部 w (或 实 部 2 . 
我 们 知道 


3 av 34 ou 
dv 一 -全 一 -一 ~-_dx—-<-d 8 
v 3 dx 十 了 dy Dy 多 3 y (8) 


由 于 4 是 调和 而 数 ， 所 以 画 数 -如 及 一 -3x 满足 


-部 ) ao 名 ) 


3y ax Tay Bx 


Ou Qu VV_ 
(3 + 0 
而 忆 是 一 个 单 连通 区 域 ， 从 数学 分 析 中 知道 ， 积 分 与 路 经 
无 关 . 因而 从 (8) 式 得 到 


,一 | ， 关 dx — dyt+C (9) 
其 中 C 为 任意 常数 ， 
将 (9) 式 分 别 对 x, > 求 偏 导数 得 
9v Ou av _ ou 
3x* 3y” 9y ax 


这 就 是 共 斩 解 本 条件. 由 定理 8 知 4 二 iv 在 D 内 共 罗 解 
析 ， 故 得 ， 

定理 5 设 4(x,y) 是 单 连通 域 D 内 的 调和 画 数 ， 则 存 
在 由 (9) 式 确定 的 画 数 v(%x, y) 使 4 二 iv=f(z) 是 口内 的 共 
示 解 析 五 数 ， 

注 车 忆 非 单 连通 ， 则 积分 (9) 可 能 规定 一 个 多 值 夯 
数 ， 


tagsetieeustasscaaeen ci ce 


例 6” 试 求 以 调和 画 数 4(%,y) 一 x? 一 3xy 为 实 部 的 共 
轰 解 析 面 数 1(z)， 使 1(0) 一 i 


(2,0) 


解 v(x,») 全 | 一 6xydx 十 (3y2 一 3x2)dy 十 
(0,0) 


(2,Y) 
+| —6xydx+ (3y?— 


(% ,0) 
3x2)dy 十 C 
一 且 (3y?—3x2)dy+C 


= —3x?y+C 


f(2)=utiv=x —3xy2+i(y  —3x2y+c) 
一 (X 一 1y)3 十 fc 一 23 十 ic 
六 0) 一 ;所 以 丰 0) 一 全 十 ic 一 c=1 
故 J(z) 一 2z8 十 1 


83 ”共和 斩 解 析 画 数 与 解析 西数 的 关系 

这 一 节 ， 我 们 讨论 共 力 解析 画 数 与 解析 画 数 的 关系 ， 我 
们 发 现 共 力 解析 责 数 与 解析 画 数 关于 实 轴 对 称 ， 以 下 各 但 可 
以 看 到 它 几 乎 具有 解析 画 数 的 一 切 类 似 性 质 . 

定理 6 若 f(z) 在 域 D 内 是 共 久 解析 的 ， 则 f(z) 在 域 
刀 内 是 解析 的 ， 

证 ”由 定理 3， 因 为 f(z2)==u(x,y) 十 iv(x, y) 在 D 内 
共 轿 解析 ， 所 以 u:、uy、v:、vs 在 DD 内 连续 ， 且 满足 共 思 
解析 条 件 

Ws = — Uy, Uy—=Us 

显然 f(z) 一 u(x, y) 一 iv(x,y) 它 的 实 部 、 虚 部 的 一 阶 偏 


导数 是 连续 的 ， 且 满足 C 一 R 方 程 组 ， 故 F(z) 在 域 D 内 是 
解析 的 . 

相反 的 ， 容 易 证 明 : 

定理 7 车 f(z) 在 域 D 内 是 解析 的 ， 则 f(z) 在 号 内 是 
共 轿 解析 的 . 

由 定理 6、 定 理 7, 我 们 有 

定理 8 f(z) 在 域内 共 斩 解 析 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 
在 域 D 内 解析 . 

由 此 ， 我 们 得 到 启示 ， 共 思 解 析 画 数 的 共 罗 导 数 是 否 可 
以 借助 解析 画 数 的 导数 求 得 . 事实 上 是 可 以 的 . 

定理 9 车 f(z) 在 点 (x, y) 处 是 共 罗 可 导 的 ， 则 f(z) 在 
(x, y) 处 的 共 圈 导数 等 于 它 所 对 你 的 解析 画 数 在 (x, y) 处 
的 导数 的 共 轿 ， 即 


证 设 f(z2)=u(x,y》) 十 iv(X,》) 
则 fC2)=u(x, y) ~iv(x, y) 
Aw=f(z+Az)—f(z), Aw= f(zt+Az) 一 f(z) 


由 定理 8， f(z) 在 (x, yy) 是 可 导 的 ， 且 


一 一 一 Au 
f(z2) |」 = fm 
( ) m0 Az 
了 A 1 A 
- i w _ lim w 
Do() 
= lim _Aw po(z) 
Az=0 Az 


申 于 解析 夯 数 具有 任意 阶 导数 ， 由 定理 8 、 定 理 9， 共 
斩 解 析 画 数 也 具有 任意 阶 共 罗 导 数 ， 且 共 力 解析 夯 数 的 “ 阶 
共 罗 导 数 等 于 与 其 对 称 解 析 画 数 的 n 阶 导数 的 共 罗 ， 即 

定理 10 车 f(z) 在 (x,y) 处 共 罗 可 导 ， 则 f(z2) 在 (x, >) 


处 任意 阶 共 罗 可 导 ， 且 Jo = f(z) . 
这 是 一 个 很 重要 的 结论 ， 
注 /1(z) 表示 对 f(z) rn 阶 共 因 求 导 ， 
34， 和 初等 共 辆 解析 西数 
显然 ， 多 项 式 


P(z) =anz" 十 Ga.12" 1 十 … 十 G0。 (an 志 0) 及 有 理 式 丽 数 


P(z2) _ anz 人 dni 21 小 "十 a0 ( 


os ) 
Q(z2) bnz™ + bm_1 sm 十 十 bo 


puss0 


(除去 使 Q(2)=0) 是 共 轿 解析 的 .这 一 节 将 给 出 其 它 一 
些 初 等 共 斩 解析 本 数 ， 如 指数 画 数 、 对 数 画 数 、 三 角 画 数 、 
反 三 角 画 数 、 双 曲 画 数 以 及 反 双 曲 画 数 等 等 ， 这些 画 数 在 复 
数 域 上 应 读 取 什么 形式 ， 它 的 周期 性 及 有 界 性 怎样 等 等 ， 
1， 指 数 画 数 

对 于 任何 复数 >=x 二 iy， 指 数 画 数 6z 和 er(cosy 一 
isiny) 。 

对 于 指数 画 数 e*， 我 们 指出 它 具 有 以 下 性 质 ， 

(1) le*| =e’>0, arge’=—y,. 

(2) 对 于 实数 z 一 x(y 一 0) 来 说 ， 我 们 的 定义 与 通常 实 
指数 的 定义 是 一 致 的 ， 

《3) 对 于 任意 两 个 复数 21 一 2 十 1iy1 及 zz 一 %a 十 ?ya， 


有 6 
(4) 6 是 以 2xi 为 周期 的 两 数 , 即 8 3 一 ez， 
(5) e 在 z 平 面 上 共 办 解 析 , 且 (e)" 一 e”. 
(6) im e” 不 存在 
2。 对 数 画 数 
对 数 画 数 w= 工 az 是 作为 面 数 所 的 反面 数 而 定义 的 . 


容易 看 由 ， 对 于 任意 一 点 z， 有 无 旁 多 个 w 的 值 与 它 相对 
应 。 事 实 上 ， 设 


z 一 | > |] eiArgz ， 取 一 4 十 了 
比较 = 一 e" 两 端的 模 与 幅 角 ， 则 得 到 ， 
|z| 一 ev， Argz=—v 


w= Lnz=utiv=ln|z| —iArgz 
一 1n |z| ~iarg2z—2xki (为 任意 整数 ) 

其 中 ， 0<arg2< 2 
由 此 看 出 w=Lnz 有 无 穷 多 个 值 ， 设 

(Lnz)x 一 In |z| 一 targz 一 2Rri 

(& 为 任意 固定 的 整数 ) 

这 些 而 数值 之 间 竟 益 为 2mi 的 整数 倍 ，(Lnz)k 称 为 Lnz 
的 第 天 个 分 支 ， 显 然 它 在 区 域 0<arg2<2z 内 连续 ， 并 且 
共 思 M 可 导 ， 且 有 


1 
2 


(Lnz)x'=(Ln|z| 一 fargz —2kxi)® 一 


即 任何 一 个 分 支 的 共 醒 导数 依 都 相当 ， 且 为 -一 -， 


一 3 一 


对 于 对 数 的 积 和 商 有 下 列 性 质 ， 设 z: 关 0，zz 关 0， 则 
(1) Ln(z1*22) = Lnz,+Lnz, 


(2) Ln( 2 )= Las — Lazs 


2 
3， 称 丙 数 


对 任意 的 复数 <， 当 zs 0 时 ， 定 义 -到 Aseanz . 
由 于 Lnz 的 多 值 性 ， 所 以 一 般 说 来 ，2 是 一 个 多 值 
画 数 . 当 z= 0 时 ， 只 有 在 c 是 正 实数 时 , 才 规定 z2” =0. 
第 画 数 有 如 下 性 质 : 
(1) 当 a 一 n，t#t 是正 整数 时 ，z" 是 单 值 画 数 ， 且 2” 一 


n 


之 。 
(2) 当 e 一 一 mm 是 正 整数 时 ，25 一- ， 
1 加 二 1 
(3) 当 a 一 二， n 是 正 整数 时 ， “一 = 一 


(4) 考虑 zs 的 每 一 个 单 值 分 支 ， 其 中 
Oo<arg2 < 0 十 2 (Oo 为 任意 实数 ) 。 容易 看 出、 
它 就 在 这 个 区 域 上 连续 并 且 具 轿 可 导 ， 且 


(27) =aa 
4. 三 和 角 图 数 
对 于 任意 的 复数 >， 规 定 


一 一 一 人 Te-i7 
sin 2 全 (一 一) 
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A sinz 
tgz2 ~ cosz 


这 样 定义 的 三 角 画 数 具 有 下 列 重要 性 质 ; 
(1) 对 于 任何 复数 z2， 有 
COS 2 一 ! Sin2z 一 etz 
(2) “osz 是 侦 丽 数 ， sinz 是 奇 画 数 ， 即 
Cos(—2) = cosz, sin(—2)—— sin z 
(3〉 对 任何 复数 2 ,有 
(sn ) + (5 ) =1 
(4) sinz ， cosz 以 2 为 周期 ， 证 以 z 为 周期 
(5) 对 任意 复数 21 二 Xx1 十 iy，2， 一 Xs 十 iy，,，， 有 


cos (z1 十 2a) = coszl1。cosz， 一 sinz 。 sinz, 
sin(z1 十 23) 一 Sinzl。coszl 十 coszl 。 Sinz, 


-一 NA0 
《6 ) (sinz) 二 C0SZ， (eosz) =—sinz, 


(62 ) = sy 


同样 可 以 引入 其 它 三 角 责 数 ， 如 


“ 1 1 
ctg z= 一 一 SECZ 一 -一 一 =-，CSCz 一 -一 
gz 9 ? = 


它们 都 在 分 母 不 等 于 雾 处 共 较 解析 ， 且 有 


(二 =) 一 一 (5 (seez) 一 Secz。tg2 
最 后 指出 ， 在 复数 域 中 ， 不 等 式 
1 


sinz cos2 | 和 1 


ee rt pH op vee ek PI eS ss 


不 是 到 处 成 立 的 ， 
5， 友 三 角 画 数 

首先 考虑 画 数 w 二 cosz 及 w= 二 sinz 的 反 画 数 
2 一 Arc cos 节 及 2 一 Atc sinw, 可 以 看 出 ，w 一 cosz, 山 一 
sinz, 可 以 取 到 凤 平面 上 的 任何 一 个 值 .因此 上 六 两 个 反 画 数 
在 全 平面 上 都 有 定义 . 习惯 上 ， 将 2 看 作 自 变量 ,ww 看 作 
因 变 量 ， 故 可 改写 为 

w= Arccosz, w=Arc sinz 

依 葡 称 为 皮 余 臣 范 数 、 反 正 弦 桓 数 . 将 这 两 个 反 三 角 画 数 用 
对 数 画 数 表 示 为 


w=Arc cosz 一 证 Lr( z+tV zi) 


w=Arc sinz— + Ln(VIT2 iz) 
它们 都 是 多 值 画 数 ， 共 对 平面 上 的 任何 复数 值 z 都 是 有 定 
义 的 . 
对 于 画 数 ”w=Arc tgz， 则 z = tgw. 同样 ， 将 它 用 对 
数 夯 数 表 示 为 
Tl1 1 一 :2z 
w=Arc tgz = La( 4 二) 
这 也 是 一 个 多 值 男 数 ， 但 在 z== 土 i 无 定义 . 
这 三 个 反 三 角 画 数 在 相应 地 取 了 单 值 分 支 后 ， 通 过 共 思 
解析 画 数 同 解析 的 关系 易 得 


0 _ 
( Are COSZ ) -i(2tV el ) 
z+2V z2 一 1 一 


0 _ __ 
(Are Sin 2 ) - (1 ) 
1—22— izV 1—2? 


四 


0 1 
(Are 到 > ) 了 十 了 
6， 冯 曲 洲 数 与 反 双 曲 责 数 
双 昌 正 兹 画 数 及 双 曲 余 怠 画 数 分 别 定义 为 


(全 )， chz 2 (+e) 
2 


2 
显然 , 它们 都 是 至 平面 上 的 共 轿 解析 画 数 , 且 具 有 以 下 性 质 : 
(1) shz =isin(iz) ， chz = cos(iz2) 


2) (02) -(32) =1 
(3) (sz) = chz， (enz) 一 shz 
它们 的 反 画 数 ， 


w=Arc ‘shz = 一 Lan 1 一 z2 一 7z ) 


w=Arcchz=—Ln (z+ 27—1) 


一 35 -一 


第 二 章 ” 共 辊 解析 函数 的 积分 理论 


§1， 复 变 画 数 的 共 轿 积分 


1， 共 轿 积 分 概念 
我 们 用 类 似 复 变 画 数 的 积分 定义 复 变 画 数 的 共 斩 积 分 . 
定义 1 设 “ 是 复 平面 上 的 一 条 逐 段 光 滑 曲 线 :z 一 
2 人 (1 一 2%( 人 十 i( 人 (as<t<C)， 且 规定 了 方向 ， 起 点 为 
2z0 一 z(C)， 终 点 为 2 一 z(O)， 又 设 复 变 范 数 8z) 一 54Cx,y) 
十 iv(*，》) 在 曲线 c 上 连续 . 现在 将 区 间 [a，pP] 作 任意 
分 割 ， 
CC 一 上 < 二 < < <ta=p 
这 样 ， 在 曲线 c 上 就 对 应 着 点 : 
2z0 一 2(C&)，21 一 2( 厅 )…28-1 一 2( 扣 -1) 
Zs=2 =2(p) 
它们 在 曲线 ec 上 使 次 地 由 起 点 ze 一 2*(c) 到 终点 2 一 
2(0)， 且 把 曲线 c 分 成 4 段 . 在 曲线 c 的 每 一 段 zsztil 
上 上， 考虑 积分 乘积 f(z1)Azs;， 其 中 z4 是 以 zi 及 zi,1 为 
两 个 端点 的 一 小 段 弧 上 任 取 的 一 个 点 ，Azs 一 ztzl 一 2 
(R 一 0，1，…，2 一 1]) 作 和 : 


SD fz) Aa (1) 
且 倒 
~ 
d= max 2z628+1 (2) 


其 中 zz，， 为 这 一 小 段 弧 的 弧 长 。 研究 极 限 


4 Df Raz 
车 不 管 在 C 上 如 何 取 分 点 zs， 也 不 管 在 弧 2 zs.1 上 如 何 
取 2$ (k=0, 1, "ys n—1), 这 个 极限 总 是 存在 的 话 ， 则 称 
这 个 极限 值 为 复 变 画 数 f(z) 在 有 定向 的 曲线 C 上 的 共 罗 积 
分 ， 
记 作 
lim 你 Hz9Az5=| f(z2) dz (8) 
d->0 二 -0 C 
下 面 讨论 积分 的 存在 性 . 对 于 (1) 分别 写 出 共 实 部 及 契 
部 后 得 到 
Ea) Azr— [u(xs, yO +Hiv(#s, yh)] 
[Axis 一 iAyi] 
= ux, yAxitv(xs, yAys] (1) 
itv(xs, YAXE—UX4, 4)Ay:] 
其中 ，26 王 Xi 十 iyh，AXs 二 X41 一 Xi 人 A3 一 851 一 3 
2 Xitiyi, (k=0,1, "1) 
因为 f(z) 在 C 上 是 连续 的 ， 所 以 一 元 而 数 4《%, y) 及 v (x， 
y) 在 C 上 也 是 连续 的 ， 而 C 又 是 一 条 深 段 光滑 曲线 ， 且 当 
d->0 时 ， 


di 一 max ERNE EE 
OX<rt<n-1 

d, = max | > 
Oie<ni-l 一 


因此 , 由 数字 分 析 中 的 线 积分 存在 定理 知道 ; 积分 | 12773 
必 存 在 ， 且 由 (4 ) 式 得 到 ， 


一 37 - 喜 


ma mae 30 和 人 Hs. lm poke Re he EE EPC 


| f (2)9z -| u(x, y)dx+u(x, y)dy 
C C 


+i vs, y)dxs 一 4(x，y)dy (5) 


公式 (5 ) 提 供 了 一 种 计算 复 变 而 数 共 入 积 分 的 方法 ， 它 : 
可 以 化 为 线 积分 来 进行 计算 ， 公式 (5 ) 可 以 在 形式 上 看 作画 . 
数 1(z) =24 十 和 2 与 微分 qz 一 dx 一 ?dy 相 乘 后 所 得 到 


{46% | (ut+iv) (dx—idy) 
C C 
=| udx+vdyt+i | vdx—udy 
C C 


例 1 求 | 五 ， 其 中 C 是 连结 起 点 ze 及 终点 z 的 任 


意 一 条 逐 段 光滑 的 曲线 . 
解 . 沿 着 曲线 C， 任 取 分 点 0, 3Z1p2 一 35 按 公 式 
(1 ) 作 和 ， 其 中 f(z2)=1, 得 到 ， 


fz) Azz 一 DA 一 21 一 z0 十 zy 一 2 十, 


十 2 一 zs 1 一 2 一 z0 
这 说 明 ， 这 个 积分 不 依赖 于 曲线 C 的 形状 , 而 只 依 顿 
于 起 点 与 终点 。 


例 2 求 | R,z52， 其 中 : (1) C 为 原点 (0, 0) 到 点 


(2、0) 的 线段 及 从 (2，0) 到 点 (2，1) 的 直线 段 ; (2 
C 为 从 原点 (0，0) 到 点 (2，1) 的 直线 段 ， 
解 


(1) J 8. =| xdx 一 让 2dy 一 2G 


(2) | Rezaz=| xdx—i| 2ydy=2—i 
C 0 0 


由 此 看 出 ， 由 于 (1 ) 式 与 ( 2 ) 式 的 积分 路 径 不 同 ， 尽 管 起 点 
与 终点 一 样 ， 但 是 积分 值 还 是 不 同 . 


例 3 计算 z -一 至- 一 ， 共 中 * 为 自然 数 ， 而 C 
C (z—20)" 
是 以 z 为 中 心 ， 中 径 为 + 的 加 周 |z 一 zo1 一 r， 且 规定 C 的 
方向 是 过时 针 方 向 . 
解 由 曲线 C 的 参数 方程 为 2 一 zo 一 re'* 一 + (cos 0 ++ 
isin 0)，0 委 0 过 27， 因 此 


1 dz 1 2r pie™ 站 
一 一 = 二 | 一 一 一 
27 7C (2z—20)" 2 0 roe 

-位 n=1 
lo 1 天 1 


2， 其 罗 积 分 的 基本 性 质 

复 变 画 数 共 思 积 分 也 有 类 似 数学 分 析 中 的 积分 性 质 ， 在 
此 有 : 

定理 1 设 C 是 复 平面 上 逐 段 光滑 曲线 ， 而 范 数 f(z》 
在 C 上 连续 ， 则 


(1) af(z) 本 = 中 f(z) 五， 其 中 为 常数 . 
C C 
(2) | [Po+P(a]ds -| f(z) az+|fa(2jd 
C C 
其 中 f(z2)，fs(z) 也 都 在 C 连续 ， 
(8) Fw) + 1 
其 中 C 是 曲线 C, 和 Cs 所 组 成 的 . 
(4) rm Ae qz 


eee ORD 和 入 和 于 这 We kh Re 


其 中 C- 是 与 曲线 C 方向 相反 的 同一 条 曲线 . 

(5) 车 在 曲线 C 上 ，|f(2) | 过 MM， 下 为 一 常数 。 
而 工 为 曲线 C 的 弧 长 ， 则 

由 re， 五 <| fl 

证 “由 于 复 变 画 数 共 统 积分 在 本 质 上 就 是 线 积分 ， 在 数 
学 分 析 中 ， 线 积分 是 具有 上 述 前 四 条 性 质 的， 所 以 在 复 变 师 
数 共 辊 积分 中 ， 上 述 前 四 个 性 质 也 成 立 ， 

下 面 证 明 性 质 (5). 在 曲线 上 任 取 分 点 ，20, 21， "2* 
以 及 C 上 从 zx 到 zi,.1 一 段 白 上 的 任意 点 24 (k=0, 1, 
4 一 1)， 则 


sl=| B76Daa|< EHD 1A) 


<M TIz. zl<ML 
k=0 
两 边 取 极限 
lim si<| f(z2)ds<ML 
d=0 C 


由 于 lim = | 7 本 


; i lims 
且 Jim 1s1=| UL—-0 


比较 后 面 三 个 式 子 ， 于 是 性 质 (5 ) 得 证 ， 


82. 共 罗 解析 画 数 的 积分 定理 

从 上 节 例 子 中 已 经 看 到 , 共 轿 积分 有 的 与 积分 路 径 有 关 ， 
有 的 无 关 . 共 斩 解 析 画 数 的 共 罗 积 分 到 底 与 路 径 有 关 蚂 ? 下 
面 的 定理 回答 了 这 个 问题 
定理 1 (积分 定理 ) 设 画 数 1(z) 是 区 域 D 内 的 共 轿 解析 


画 数 ， 则 对 于 DD 办 任何 一 条 闭 曲 线 C， 只 要 曲线 C 以 及 它 
的 内 部 都 属于 区 域 D， 就 有 


| dz =0 


证 因为 范 数 7(z) 在 域 忆 内 共 配 解析 ， 由 共 斩 解析 醒 
数 与 解析 画 数 的 关系 知道 ，7z) 在 忆 域 内 解析 ， 于 是 


| re 五 =| ud YX 十 ody+ | vdx—udy 
[@: Cc C 


-| 7 dz 二 0 ( 柯 西 定理 ) 


与 定理 1 等 价 的 ， 我 们 有 : 

定理 2 设 D 是 复 平 功 上 单 连通 区 域 ， 画 数 (2) 在 区 
域 也 内 共 轿 解析 , 则 积分 与 路 径 无 关 , 即 对 任何 两 点 so € D、 
2' 蕊 DD 积分 : 


上 f(2) dz 
?0 
不 依赖 于 连接 起 点 z。 与 终点 z” 的 任意 曲线 。 
在 很 多 理论 及 实际 问题 中 ， 往 往 考 虑 万 是 单 连通 区 域 ， 
刀 的 边界 C 是 逐 段 光滑 闭 曲 线 ， 而 画 数 js) 在 万 内 上 共 斩 
解析 ， 在 闭 区 域 了 DD=D--C 上 连续 .对 于 这 样 的 区 域 及 医 
数 ， 积 分 定理 有 如 下 推广 ; 
定理 5 设 DD 是 由 逐 段 光滑 曲线 C 所 围 的 内 部 区 域 ， 
画 数 1(z) 在 了 内 共 辆 解 析 ， 在 D==D 填 C 上 连续 ， 则 
| dz 一 0 
证 由 于 f(z) 在 如 内 共 思 解析， 在 D=D++C 上 连 
续 ， 所 以 f(z) 在 DD 内 解析 ， 在 D=D+C 上 连续 ， 由 柯 西 
定理 的 推广 : 


0 和 


JF =0 


而 | f(z) az 一 | f(z) dz (定理 1 的 证 明 )， 

C C 
所 以 也 有 

| re =0 

积分 定理 的 另 一 推广 形式 是 万 为 复 连 通 区 域 的 情况 : 
设 区 域 万 的 边界 C 由 一 些 互 不 相交 的 逐 段 光滑 曲线 C;(1< 
i<n) 所 组 成 ， 其 中 C1 包含 所 有 共 它 C， (2<i<n) 在 其 内 
部 CC 十 Cs 十 … 十 C,， 我 们 规定 曲线 C 的 方向 ， 当 人 党 
着 C 走动 时 ， 区 域 DD 永远 保持 在 他 的 左面 ， 即 在 Cl 上 按 
得 时 针 方向 绕 行 ， 而 在 其 它 C，(2<i<n) 上 按 顺 时 针 方 向 
绕 行 ， 在 这 种 情形 有 : 

定理 4 设 刀 是 由 C=Ci+C, 十 … 十 C。 所 围 成 的 有 
# 个 “ 洞 ”的 复 连 通 区 域 ， 其 中 逐 段 光滑 的 曲线 C; 包含 所 
有 其 它 C，(2<<i<n) 在 其 内 部 ， 画 数 f(z) 在 忆 内 共 辆 解 
析 ， 在 DD+C 上 连续 ， 则 


| re d=0 


证 作 一 些 辅 助 曲线 ， 把 区 域 D 分 成 4 个 区 域 Di(k= 
1、2，…1), 其 中 每 一 个 区 域 D; 的 边界 工 ， (二 1、2,…) 也 
都 是 深 段 光滑 闭 曲 线 ， 根 据 定理 83， 当 沿 区 域 D; 的 边界 工 ， 
的 正方 向 求 积 分 时 ， 得 

| Fa dZ=0 (kh=1, 2, «un) 
L, 


因而 
| f(2) az=| f(z)az+| f (2) dz + 
C Li L, 


+| f(z) dz —0 
Ls 
1 - dz -全 当 有 一 i 时 
27iJc fz-z0)* “o。 当头 1 时 
其 中 zo 是 任何 一 点 ，C 是 包含 zo 在 内 的 任意 闭 曲线 ， 其 
方向 为 授时 针 方向 ，n 为 整数 . 

证 ”我们 以 ze 为 中 心 ， 牢 径 为 + 作 一 个 小 圆 C,，|z 一 
zo1 =r， 使 得 C, 至 部 位 于 C 所 含 的 区 域内 . 显然 醒 数 
-就 在 以 C 及 C, 为 边界 的 两 连通 区 域 上 共 斩 解 
析 ， 因 此 ， 根 据 定理 4 


1 dz 1 dz 


ani a) 2ri) lz =r (2—20)" 
由 本 章 例 8 结果 得 证 . 
例 5 求 |,, ,ys co5z dz 
解 ” 由 于 cosz 在 公平 面 上 共 固 解析 , 因而 它 在 x? 十 >: 
一 2x 以 及 它 所 围 的 区 域 上 共 轿 解析 ， 应 用 积分 定理 


| cosz dz 一 0 
TT2+ Y=27 


以 上 两 个 例子 说 明 : 利用 积分 定理 及 一 些 简 单 画 数 的 积 
分 ， 就 可 以 对 较为 复杂 画 数 计算 出 积分 值 . 


例 4 求证 


83. 原画 数 与 不 定 积分 


设 已 是 单 连通 区 域 ， 而 画 数 f(z) 是 DD 内 的 共 罗 解析 
俩 数 ， 则 由 定理 2 知道 ， 对 二 DD 内 任何 一 条 逐 段 光滑 曲线 


-4B， 积 分 值 | f(z) 五 不 依 顿 于 曲线 4 的 位 恩 ， 而 


只 依 顿 于 曲线 4B 的 起 点 z 及 终点 z, 这 样 ， 当 ze 固定 
时 ， 这 个 积分 就 在 刀 内 定义 了 一 个 终点 为 的 单 值 画 数 ， 
将 这 个 单 值 夯 数 记 作 


F=f 


现在 证 明 ， 由 上 述 积 分 所 确定 的 画 数 下 (z) 在 情夫 共 
思 解 析 ， 且 
Fo°(z)= f(z2) 
设 z 是 区 域 品 内 任 一 点 ， 以 z 为 中 心 作 小 圆 玉 ,可 以 
认为 CD， 任 取 下 内 一 点 z ， 则 


Re) = |, fs) dz 


由 于 积分 与 路 径 是 无关 的 ， 因 此 可 以 认为 由 = 到 2 是 用 站 
线段 连接 起 来 的 ， 考 虑 
f(s DL - 


7 


2Z 2 


Th 
= 了. 
则 

fF (42 一 人 (2) -f(2) = 


了 


一 之 


=-- (| en (6) 


2 
其 中 各 分 是 和 关连 接 = 到 的 直线 渤 行 的. 由 于 而 (人 
在 D 内 共生 解 析 ， 因 此 它 是 连续 的 - 即 任 给 s>>0， 存 在 
6G>0， 使 当 |5 一 z|<6 时 (人 ek) 有 
(6) -1 1<e 
这 样 ， 当 |z' 一 z| 一 5 时 ， 由 等 式 (6 ) 就 得 到 
0 [pra] 7- 


2 一 Z 


Tree or We he icd 和 汪 3 


f(z)1ds:< < ee 一 32| 一 8 


bm LI pa) 
2 全 2 一 2 
邯 Fo(z)=1 (2) 
仔细 分 析 证 明 过 程 ， 我 们 发 现 ， 在 整个 证 明 中 ， 只 用 到 
两 个 事实 : 
(1) 丁 数 了 (z) 在 区 域 忆 内 连续 ; 
(2) 医 数 F(z) 在 区 域 忆 内 沿 着 任意 一 条 闭 曲线 上 的 积 
分 值 为 需 ， 即 积分 与 路 径 无 关 . 至 于 对 于 区 域 , 不 必要 求 
它 一 定 是 单 连通 区 域 ， 复 通 区 域 也 可 以 . 
因此 ， 可 以 把 上 面 证 得 的 结果 归结 为 下 面 的 定理 : 
定理 5 设 妃 是 复 平面 上 的 区 域 ， 画 数 1(z) 在 区 域 DD 
内 连续 ， 若 夯 数 f(2) 沿 着 任意 一 条 在 区 域 D 内 的 曲线 上 的 
积分 为 雳 ， 则 由 变 上 限 的 积分 所 定义 的 丙 数 


F(z) -| f(z) dz 


个 区 域 D 内 的 间 人 外 太 厅 数 ， 且 
PF? (2)= f (2) 
这 个 定理 与 数学 分 析 的 结果 是 类 似 的 ， 在 数学 分 析 中 ， 
有 了 这 个 结果 后 ， 哉 得 到 了 基本 定理 (牛顿 - 菜 布 尼 葡 公式 )。 
和 与 此 有 关 的 ， 有 下 述 定义 : 
定义 2 设 刀 是 复 平 面 上 的 区 域 ， 而 函数 f(z) 是 区 域 
内 的 连续 而 数 满足 条 件 
D' (z) =f (2) (z€ED) 
的 画 数 (2) 称 为 画 数 f(z) 的 原画 数 . 所 有 原画 数 的 集 


合 称 为 画 数 1(z) 的 不 定 积分 . 

定理 6 设 刀 是 复 平面 上 的 区 域 ， 画 数 fj(z) 在 刀 连 
续 ， 且 在 DD 内 任何 一 条 闭 曲 线 上 积分 时 ， 其 积分 值 为 车 ， 
则 画 数 f(z) 的 不 定 积分 有 下 列 一 般 表示 式 : 


FD (2) -| :7 到 +5 (zoED) (7) 
?0 


其 中 (为 任意 常数 ， 且 若 %(2) 是 f(z) 的 任意 一 个 原 数 丁 
竺 ， 利 有 


| f (2) dz2 =Y(2)—Y(20) (8) 
20 i 


证 由 定理 1 知 ， 西数 PC) 一 | 。 f(5)adZ 是 DD 内 的 单 
: 20 


和 值 共 思 解 析 画 数 ， 且 Fa (z) 一 f(z)， 而 且 由 于 D(z) 是 栈 
数 了 (z) 的 原 责 数 ， 即 DB'(z)=f(z). 由 此 可 以 得 到 
(D(z2)—F(z))° =0 
由 推论 “车 1 (2) 二 0, :2z ED， 则 f(z) 二 常数 ” 
得 到 D(z)—P(z)=C 
其 中 人 为 常数 ,这 就 证 明了 公式 (7). 
同 理 ， 由 于 (2) 是 原画 数 ， 因 此 由 (7 ) 式 得 到 ， 


wp (2) -| ， f (EJdE+C 
两 边 仿 2 二 26， | 
C=y(z0) 
于 是 公式 ( 8 ) 得 证 . 
这 个 定理 与 数学 分 析 中 的 基本 定理 完 人 至 类 似 ， 
例 6 来 | dz 


解 ， 由 于 画 数 z# 在 从 平面 共 丹 解析， 因此 根据 积分 定 
弄 ， 它 沿 任 何 一 条 闭 曲 线 的 积分 为 矫 , 所 以 积分 什 | “7572 
b 


是 确定 的 数 . 


显然 ， 西数 守 是 丽 数 ?的 一 个 原画 数 ， 因此 利用 公式 (8》 


| 1 (Ba) 
b 

积分 定理 还 有 一 个 道 定理 ， 即 

定理 7 设 D 是 复 平 面 内 单 连通 区 域 ， 醉 数 f(z2) 在 DD 
上 连续 ， 若 在 D 内 任意 一 条 闭 曲 线 C 上 都 有 


| re 五- 0 


则 画 数 f(z) 是 D 内 的 共 轩 解 析 醒 数 ， 

证 在 定理 的 条 件 下 ， 根 据 定理 5 有 

F(z)=[° f(a 
Zo 

是 区 域 D 内 的 共 连 解 析 丽 数 ， 且 Fr'(z) 一 了 (z)， 由 第 一 但 
定理 10，f (2) 也 是 DD 内 的 共 斩 解 析 丁 数 ， 
f(z) 在 域 D 内 共 示 解析 的 充分 必要 条 件 ， 

定理 8 设 DD 是 复 平 面 内 的 单 连通 区 域 , 而 数 f(z) 在 太 
内 共 轩 解析 的 充分 必要 条 件 是 对 于 DD 内 任意 一 条 闭 尖 线 C 
都 有 | f(z) dz = 0 ， 
| C 
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8$4， 兴 叔 解 析 画 数 的 积分 公式 


和 解析 画 数 一 样 ， 共 连 解 析 画 数 在 区 域 边 界 上 的 值 也 能 
确定 区 域内 的 值 ， 难 确 地 说 有 : 
定理 9 (积分 公式 ) 设 复 平面 内 区 域 刀 的 边界 C 是 
由 # 条 不 相交 的 深 段 光滑 曲线 C，(1 志 i 筷 #) 所 组 成 的 ， 其 
中 Ci 包含 其 它 的 C;，(2<i 和 nm) 的 内 部 ， 且 规定 C 的 方向 
为 正方 向 , 设 画 数 f(z) 在 区 域 D 内 共 罗 解 析 , 在 闭 区 域 
号 =D +C 上 连续 ， 则 在 区 域 忆 内 有 
1 -| (9) 
个 公式 是 共 弧 解析 画 数 的 一 个 基本 公式 ， 它 表示 而 数 
f(z) 在 边界 上 的 秆 完全 决定 了 它 在 区 域 D 内 任 一 点 的 值 . 
证 由 于 f(z) 在 区 域 DD 内 是 共 轿 解析 的 ， 在 闭 区 域 
万 = 刀 +C 上 连续 ， 所 以 由 共 圈 解析 与 解析 的 关系 知道 ， 
F(z) 在 区 域内 是 解析 的 ， 在 闭 区 域 D=D+C 上 是 连续 的 ， 
对 了 (Cz) 使 用 柯 西 公式 ， 


滑 边 取 共 圈 
f (2) = 


一 二 | 1(6) 


2xi Jc Eg 


~ 


推论 ” 设 丽 数 f(z) 在 区 域 |z 一 201< 内 共 轿 解析 ， 
在 闭 区 域 |z 一 20| 忆 R 上 连续 ， 则 有 
fz)= | "fotre')dg (0<r<R) 
0 


这 个 公式 表明 共 罗 解 析 画 数 在 任意 一 个 圆周 |z 一 zo | 一 人 
上 的 积分 平均 值 为 于 它 在 圆心 的 值 . 


鲍 求 “于 | ,主人 五 


解 由 定理 1， 取 (6)= sinC，z=0. 


于 是 1 sne 55- 一 00-0. 
27f J t=-8 é 


对 于 包含 无 穷 远 点 的 区 域 ， 我 们 有 推广 的 积分 公式 : 
定理 10. 设 D, 是 复 平面 上 包含 无 穷 远 点 的 区 域 ， 其 边 
界 为 C 一 C1 十 Cs 十 … 十 C,， 且 规定 在 C 上 绕 行 时 , 区 域 了 
永远 保持 在 左 方 . 设 西数 f(z) 在 区 域 Di 内 除了 无 穷 远 点 外 
共 簿 解析 ， 工 在 闭 区 域 万 - Di, +C 上 连续 , 且 , J 名 f(z) 一 
f (co)， 则 在 区 域 D, 内 ， 面 数 1/(z) 有 下 列表 示 式 
ja 一 Fl| 其 人 55 二 Coo) (10) 
NLlJC 一 QZ 


FF 
Ss 


证 因 f(z) 在 Di 内 共 轿 解析 ， 在 刀 = 刀 -HTC 上 连续 ， 
所 以 f(z) 在 Di 到 解 析 ， 在 D=D 十 C 上 连续 . 由 推广 的 
柯 西 公式 ， 


A 


2nit JCE 一 2 
两 边 取 共 思 
_ 1[ f(6) - 
f= | EE +f) 
于 是 定理 得 证 . 
例 8 求 1 一 >|[ de 


2mi zl=99 (z-2)(z 一 4)…(z 一 98)(z 一 100) 


En oe tcp a eh Ose rt EE ~ et NE BME 人 


1 
解 由 于 而 政 (2 首 二 二 
在 区 域 |z| 之 99 上 除了 2 一 外 共 斩 解析 ， 且 


Jim f(z)—0 


应 用 定理 10 
f(100) 一 ce) 一 7 
所 以 了 一 (co) 一 六 (100) 


利用 解析 画 数 高 阶 导 数 的 表达 式 ， 我 们 容易 得 到 共 轿 解 
析 画 数 的 相应 阶 共 斩 导 数 的 表达 式 . 它们 是 
定理 11 设 区 域 已 的 边界 为 C=Ci +C， 十 … 十 C， 它 
满足 定理 9 的 规定 . 设 画 数 f(z) 在 区 域 DD 内 共 包 解析， 在 
闭 区 域 D 一 DC 上 连续 ， 则 丁 数 jz) 在 区 域 刀 内 有 各 阶 
共 罗 导 数 ， 且 在 万 内 有 
f(£) 


Nn _ 一 用 
fm | a (reD) 


(11) 
类 羽 解 析 画 数 ， 共 轿 解析 画 数 有 积分 不 等 式 ， 
定理 12 ” 设 画 数 jz) 在 圆 1z 一 zo1 雪 站 内 共 思 解 析 ， 且 


OTSM, NW fa0)| SR nl, 2.°°) 


也 不 难 证 明 ，: 
定理 135 设 画 数 f(z) 在 全 平面 上 共 轴 解 析 ， 且 有 界 
f(z)| 志 加 ， 则 f(z) 二 常数， 


第 三 章 ” 共 斩 解 析 函 数 的 级 数理 论 


由 于 共 思 解析 画 数 的 性 质 都 可 以 从 解析 画 数 相应 性 质 得 
到 ， 为 了 避免 重复 , 除 个 别 地方 以 外 , 均 不 证 明 ， 只 给 结论 . 
$1. 共 辆 解析 画 数 项 级 数 


定理 ] 设 面 数 序列 { j,(z) } 中 的 每 一 项 在 区 域 了 内 
共 罗 解 析 ， 且 由 它们 所 构成 的 级 数 在 D 内 一 致 收 馈 于 画 数 
f(z)， 基 


SD f(z)=f) 


则 有 : 
1) ” 画 数 f(z) 在 人 DD 内 共 罗 解析 ; 
2)” 疼 数 fz) 在 DD 内 的 各 阶 共 轿 导 数 ， 


fo(a)= HD fil(2) (p=1, 2.°) 
k=1 


且 在 如 内 闭 集 上 一 致 收 镶 . 
定理 2 设 刀 是 复 平面 上 的 区 域 ，3D 是 它 的 边界 ， 画 
数 f(z) (n 二 1，2…) 在 DD 内 共 罗 解析 ， 在 D=D-+3D 上 


连续 ， 且 级 数 沁 f. (2) 在 区 域 刀 的 边界 3D 上 一 致 收 钱 ， 
则 它 必 在 闲 区 域 D 一 D9D 上 也 一 致 收 你 . 
$2. 共 转 置 级 数 

定义 1 形 如 守 C, tz-a)" 一 Cot+Crtz 一 6) 十 


— 51— 


ee meg pe ee epee ee ee RE hi mt a 


fa。(z 一 6) 十 …… 的 级 数 称 为 共 恩 震级 数 ， 其 中 Co CCa 
和 a 都 是 复 常数 ， 营 作 变 换 上 =z 一 a， 则 以 上 般 数 还 可 以 写 
成 如 下 形式 : 


FC,2"*=C, C21C, 3 十 (1) 
n=0 


馈 此 ， 我 们 只 考虑 这 个 形式 的 级 数 ， 而 着 不 失去 一 般 性 ， 共 
思 固 级 数 是 最 简单 的 共 思 解析 画 数 项 级 数 ， 下 面 我 们 讨论 它 
的 钦 散 性 . 

定理 1 考 共 斩 需 级 数 (1 ) 在 某 点 zo( 志 0) 收 欲 ， 则 它 
在 以 0 为 心 并 通过 z。 的 圆周 内 部 绝对 收 佑 ， 并 且 在 任何 一 
个 较 小 的 财 圆 1zj 委 op(p 所 1zoj) 上 一 致 收敛 . 

推论 。 若 共 轿 堵 级 数 (1 ) 在 某 点 xz ( 关 0) 发 散 ， 则 它 在 
以 0 为 心 开 通过 zi 的 圆周 C 外 部 发 散 . 

对 于 形 如 (1 ) 的 短 级 数 ，z==0 这 一 点 总 是 收敛 的 . z 兰 
0 时 ， 可 能 有 下 述 三 种 情况 : 


1 任意 的 = 拓 0, 级 数 也 Cz 均 发 散 . 

2) 任意 的 2、 级 数 互 C2" 均 收 信 . 

3) 存在 一 点 zo 关 0， 使 立 C ,zi 收敛 ,于 是 立 C。 
在 圆周 |z| = 1zs| 内 部 绝对 收敛; 另外 又 丰 : 在 一 点 z21， 使 
己 C, 了 3 发 散 ， 则 立 C.z" 在 圆周 |z| 一 |z; | 的 外 部 发 散 、 
在 这 种 情况 下 ， 可 以 证 明 ， 存 在 一 个 正 数 ， 使 得 习 C.2 在 


侦 周 |z1= 了 内 部 绝对 收 欲 ， 在 圆 周 |z| 一 尺 的 外 部 发 散 . 
及 称 为 共 氏 因 级 数 的 收敛 中 径 ， 圆 1z|<< 丸 和 圆周 |z| 一 玉 分 


me tp resper ny piri th HE ep 


别称 为 它 的 收 合 圆 和 收敛 圆周 .1) 情形 约定 R==0; 2) 情形 
约定 天 一 十 co， 也 称 它们 为 四 钴 中 径 ， 


对 级 数 于 C.(z 一 a)" 可 能 仅 在 a 处 收 欲 (==0) 或 在 


z 平面 上 处 处 收 馈 (R= 二 co) ,~ 或 在 圆周 | z 一 ao| 一 人 (0 一 
< 十 co) 内 部 站 你 ， 而 在 其 外 发散 
对 于 共 思 震级 数 的 收 钦 生 径 ， 我 们 有 : 


定理 2 设 1 一 im 1C,T， 则 共 辑 需 级 数 
于 c.EE- 本 的 收 估 中 和 


R= 


《 当 /一 0 时 ， 我 们 仿 R= 十 %， 当 /一 十 co 时 ， 我 们 合 及 二 
一 0) ， 


定理 3 共 斩 震级 数 袜 C， (z 二 a)*， 若 lim ee :| 


nhn—% 

、 1i lim | Ca， 守 +|= 声 
存在 ， 则 lm WTC,| 存 在， 且 Lim |- 它 二 | 一 元， 
即 Ro lim | Ca | 

名 一 0 


n+l 


例 1 试 求 下 列 各 共 罗 需 级 数 的 收敛 什 径 尺 . 


-lim | C。 | tim t= 
解 R= ln | 1 | N00 2 1 
“Zs 
(2) 之 而 


一 0 


1 
lim {C,, lim (n+1)! 
解 一 ||- ( 1 


nt 


(3) Sniz 


- lim G+ |= lim C+D!_ 
解 I | 去 一 人 人 士 co 


1 
“770 
关于 共 罗 咎 级 数 和 的 共 罗 解析 性 有 : 


定理 4 (1) 共 纯 震 级 数 f(z) = 风 C,(z 一 a)" 的 和 而 


数 在 其 收 欲 贺 扩 ，|z 一 a| 过 RR(0 二 过 +co) 内 共 圈 解析; 
2) 在 太 内 ， 共 思 需 级 数 可 以 逐 项 共 轿 求 导 任意 阶 ， 即 
f 0 (2)=p1C, + (p+ pe.2Cs ,1 (z 一 0 十 … 十 
+n(n—1)(n—p+1)C,. (2—a)" ?+ 
(8) CC =the pp-0, 1, 2.) 


85， 共 罗 解 析 画 数 的 共 频 顶级 数 展 式 
定理 5 设 f(z) 在 区 域 吃 内 共 轿 解析 ，a€ DD， 只 要 圆 
KK |z 一 a|<<R 舍 于 DD, 则 f(z) 在 天 内 能 展 成 共 罗 因 级 数 ， 


f(2) = TC-a)" (2) 


其 中 系数 C. 一 (n=0, 1,2, ") 
且 展 式 是 唯一 的 ， 


era its pe et i 


公式 (2 ) 称 为 f(z) 在 a 点 的 共 印 顶级 数 展 式 ， 综 合 定 
理 4、 定 理 5， 我 们 得 到 共 罗 解 析 丁 数 又 一 等 价 概念 ， 

定理 6 f( 儿 在 区 域 品 内 共 轿 解析 的 充分 必要 条 体 是 
f(z) 在 口内 任 一 点 4 的 邻 域内 可 展 成 z 一 a 的 需 级 数 ， 

对 共 罗 千 级 数 的 和 画 数 在 其 收敛 加 周 上 的 状 况 ， 我 们 
有 : 


定理 7 若 共 q 千 级 数 也 C、(2 一 0)* 的 收 钱 秆 径 尺 
90, 有 f(2)= SDC, (2T6)", (zEK: |2~al<R), 则 


f(z) 在 收 但 圆周 C，|z 一 ej 一 情 上 至 少 有 一 奇 点 ， 即 不 可 
能 有 这 样 的 夯 数 f(z) 存在 ， 它 在 |2 一 ol 二 R 内 与 f(z) 恒 
等 ， 而 在 C 上 处 处 共 罗 解 析 ， 

推论 ”车 画 数 f(z) 在 a 点 共 轿 解析 ， 则 f(z) 在 a 点 邻 
域内 可 以 展 成 z 一 a 的 短 级 数 ， 且 其 收 合 圆周 必 以 a 为 圆心 ， 
并 通过 f(z) 的 距 a 最近 的 一 个 奇 点 

下 面 给 出 一 些 初 等 共 轿 解析 西数 的 共 郝 加 级 数 展 式 ， 

例 2 f(z) =e* 在 z 平 面 上 共 簿 解析 ， 它 在 = 0 处 的 
花 震级 数 展 式 为 


一 2 nn - 
一 1+z 二 守 十 … 二 宫 十 …(|z| 达 十 co) (3) 


例 3 利用 e* 的 展 式 求 得 


Oe 名 (~—1)"22* , 

cosz= 忆 ini (lz 二 +o00) (4) 
同样 可 得 

ee 一 1)” 22 

Sin2= 也 所 nT (el<+m) (5) 


re ee ih. em 


例 4 多 利 画 数 元 。(1 十 2) 的 各 支 展翅 ， 


Ln (1+2)=—2kri + 一人 + 全 .… 十 


+(—D" 1+ (|z|<D (6) 


其 中 k=0, 士 ]， 土 2，…** 
例 5， 二 可 = 的 “个 单 值 共 癸 解 折 分 支 展 式 为 


(42)" 1+ a s+ (0 Ds :十 … 十 


CE CE 和 站 全 仙 下 (7) 


$4， 兴 应 解 析 画 数 的 替 点 及 唯一 性 定理 

类 似 解 析 画 数 的 知 点 ， 我 们 定义 共 思 解 析 画 数 的 震 点 好 
下 . 

定义 2 设 Fz) 在 匡 绝 解析 区 域 了 的 一 点 & 取 侍 效 
需 ， 则 称 a 为 其 罗 解 柏 桓 数 了 (z) 的 堆 点 . 

车 在 jz 一 a 二 R 内 ， 上 其 思 解 析 阁 数 1(z) 志 0， 我 们 将 
jz) 在 4 点 展 成 共 辑 罕 级 数 ， 此 时 ， 共 斩 老 级 数 的 系数 个 
会 全 为 零 ， 改 必 存 在- -下 整数 由 (m 尝 1)， 使 得 ， : 

fla)=f°a) = =f "111(a)=0, 但 fr"1 (ao) 关 0， 
合乎 上 壕 条 件 的 m 称 为 千 点 的 级 ，a 称 为 1(z) 的 tw 级 需 点 ， 

设 不 恒 为 震 的 共 饮 解析 图 数 (2) 以 a 为 m 级 需 点 ， 娩 

f(2)= (za) "yt(z) 
其 中 y(z) 在 a 的 分 域 |z 一 a| 过 RR 内 上 其 轿 解 析 , 且 (0) 六 0. 

对 于 共 斩 解 析 夯 数 的 零点 ， 我 们 还 有 : 


定理 8 ” 若 在 |z 一 <1] 过 R 内 共 罗 解析 的 画 数 f(z) 不 恒 
为 需 ，e 为 其 需 点 ， 则 必 有 a 的 一 个 邻 域 ， 使 得 其 中 仅 有 a 
为 f(z) 的 鞍点 ， 

推论 设 f(2) 在 |2 一 a| 达 R 内 共 略 解析 ， 若 有 f(2) 的 
一 列 老 点 {zs} 收敛 于 a (但 z, 记 a)， 划 f(z) 在 |z 一 al 二 R 
内 必 重 为 需 . 

类 似 解 析 了 数 的 唯一 性 定理 的 讨论 ， 共 轿 解 析 冰 数 有 : 

定理 9 (唯一 性 定理 ) 在 区 域 D 内 两 个 共 罗 解析 
疯 数 f1(z) 和 fz(z)， 圭 它们 在 一 个 收 化 于 ED 的 点 列 
{2.} (但 2, 六 a) 上 等 值 ， 则 记 (z) 和 f(z) 在 了 内 恒 等 . 

推论 (1) 在 区 域 DD 内 共 因 解析 的 贡 数 广 (z) 及 f(z) 
在 DD 内 的 某 一 子 区 域 (或 一 小 段 弓 ) 上 相等 ， 则 它们 在 区 
域 已 内 恒 等 ; (2) 一 切 在 实 轴 上 (或 仅 在 实 轴 的 一 段 上 ) 成 
立 的 恒等式 ， 在 > 下面 上 也 成 立 ， 只 要 这 个 恒等式 的 两 边 
在 = 在 面 上 都 是 其 锯 解 析 的 ， 

从 上 面 移 讨论 ， 我 们 自然 会 回 共 记 解 析 轴 数 是 否 也 具备 
最 大 模 原理 ， 回 答 是 下 定 的 ， 

定理 10 ” 讽 矿 =) 是 区 域 忆 内 不 恒 为 常数 的 共 斩 解 析 画 
数 ， 则 |f(z) | 的 最 大 值 不 可 能 在 D 内 任何 点 达到 ， 

推论 (1) f(z) 在 有 界 区 域 D 内 共 轿 解析 ， 在 闭 域 D 上 
喉 续 ; 2) 1f (z)| 志 村 ，(z ED), 则 除 /(z) 为 党 数 外 ， 
If(z2)|<M (2€ED). 


和 UE «Nap ePaper th Ph i pk i hemi 


第 四 章 “” 共 思 解 析 函 数 的 双边 共 罗 
幕 级 数 展 式 与 弧 立 点 


在 第 三 章 ， 我 们 已 经 看 到 ， 用 共 辆 需 级 数 来 表示 圆 形 区 
域内 的 共 辑 解析 画 数 是 很 方便 的 .但 是 对 于 有 些 以 圆心 为 奇 
点 的 共 斩 解 析 男 数 就 不 能 在 奇 点 邻 域内 表 成 共和 统 知 级 数 .为 
此 ， 本 章 将 建立 在 圆 环 r<|z 一 a|<R (r 之 0，R<+oo， 
当 r= 0 时 为 去 心 园 ，0 二 1z 一 a| 达 RR) 内 共 轿 解析 的 级 数 
表示 ， 并 以 它 为 工具 去 研究 共 簿 解析 画 数 在 台 立 奇 虚 邻 域 瑞 
的 性 质 . 

§1， 共 轿 解 析 画 数 的 双边 共 轿 雷 级 数 展 式 
1. 双边 共 箔 赛 级 数 


考虑 两 个 级 数 ， 
Co+Ci(z 一 a) 十 C，(z 二 0 十 … (1) 
CL C., or. 
2 Ca): | (2) 


0 
加 解析 画 数 ; 对 (2 ) ， 二 -， 则 它 成 为 一 共 
轮 害 级 数 

CE 十 Ce2 
设 它 在 收 敏 区 域 151 < 二 《0 < 工 入 十 oo) ， 换 回 原来 变数 


2， 即 知 (2) 式 在 |z 一 4aj>r (0 委 r 二 十 co) 内 表示 一 个 共 
二 解 析 画 数 。 当 且 仅 当 r 二 RR 时 ，(1) 式 与 (2) 式 有 公共 收 


效 区 域 ， 圆 环 *<<|1z 一 cj 雪 尺 .这 时 ， 我 们 称 级 数 《1) 式 与 
(2 ) 式 之 和 为 双边 共 轿 级 数 ， 裘 示 为 
Sc, (2 一 0 《3) 

册 以 上 上 讨论， 我们 有 ， 

定理 1 双边 共 恩 震级 数 (3) 在 其 收 伊 圆 环 * 生 1z 一 |j 去 
刀 内 的 和 画 数 是 一 共 朱 解析 画 数 ， 大 且 在 任意 较 小 的 同心 闭 
圆 环 六 委 jz 一 cj 所 民 Or<r 之 R' 过 R) 上 一 致 收 铬 ， 
2. 共 配 解析 曾 数 的 双边 寡 级 数 展 式 

前 面 ， 指 出 了 双边 共 斩 冤 级 数 在 共 收 化 圆 环 内 表示 一 共 
斩 解 析 画 数 ， 反 过 来 ， 我 们 有 :， 

定理 2 在 贺 环 HH; r<lz-al<R(r 之 0, R<+0%) 
内 的 浆 纯 解析 画 数 f(z) 可 以 展 成 双边 共 红 震级 数 ，: 


f(a)= 3 CC 一 oj (4) 
、 一 1 _ f(s) FF 二 ee 
其 中 和 二 二 证 人 
(5) 


且 展 式 瞧 一 ， 

定义 1 级 你 (4) 式 为 了 f(z) 在 oe 点 的 双边 因数 展 式 ， 称 
(5) 式 为 f(z) 在 (点 双边 竺 级 数 展 式 系数 . 
3， 双边 共 印 老 级 数 与 苍 需 级 数 的 关系 

当 已 给 画 数 1(z) 在 a 点 共 轿 解析 时 ， 中 心 在 4、 从 径 等 
于 由 “到 故 z) 的 最 近 奇 点 的 距离 的 那个 圆 可 以 看 成 圆 环 的 特 
殊 情 形 . 在 其 中 就 可 作出 双边 共 轿 办 级 数 展 式 . 根据 积分 定 
理 ， 由 (5) 式 可 以 看 出 ， 这 个 展 式 所 有 系数 C_。( 一 1 2…) 
都 等 于 零 ， 此 时 ， 计 算 双 边 共生 需 级 数 的 系数 公式 与 共 斩 需 
级 数 的 系数 公式 没有 差别 ， 所 以 双边 共 箔 索 级 数 转化 为 共 斩 


奖级 数 ， 因此 共 久 需 级 数 是 双边 需 级 数 的 特殊 情形 ， 
4. 共 辆 解析 厅 数 在 终 奇 点 邻 域内 的 双边 共 却 震级 数 展 式 
大 六 z) 在 a 点 的 基 -去 心 邻 域 天 一 {ey :0<<1z 一 a| 雯 
R 内 共 罗 解 析 ， 但 存 a 点 不 共 罗 解 析 ， 则 称 4 为 f(z) 的 一 个 
弧 立 衍 虚 . 
甘 a 为 f(z) 的 一 个 浙 立 奇 点 ， 则 必 存 在 正 数 RR， 使 得 在 
a 点 的 去 心 人 名城 KK 一 {a}: 0 之 |z 一 a| 达 RR 内 可 展 成 双边 共 
罗 寺 级 数 . 


Wi 1 ft > ZTE 个 有 寻 

例 1 醒 数 (1 2) 在 z 平面 内 有 两 个 驱 立 奇 点 

z 二 1 和 z= 二 2， 试 分 别 求 1(z) 在 二 点 去 心 久 域内 的 双边 共 
轧 需 级 数 展 式 . 


解 ” (1) 在 去 心 名 域 0 二 iz 一 1 二 1 内 


(2) 在 去 心 邻 成 0 生 1z 一 ?| 过] 内 


工 1 1 1 
2z)=_ -一 一 = 一 一 
f(z) z—2 zl1 z 一 2 2z—2+1 


= 5 (DG)" 
2—2 n=0 
8$2. 共 叔 解析 画 数 的 级 立 奇 点 
1、 弧 立 奇 点 的 三 种 类 型 
车 e 为 f(z) 的 弧 立 奇 点 ， 则 f (2) 在 go 的 某 去 心 信 域 开 一 


{a } 内 可 以 展 成 双边 共 斩 震 级 数 “f(z) = 立 C。，(2 二 07 
我 们 称 ” 对 CCz 二 0” 为 f(z) 在 a 点 的 正则 部 分 ， 称 


光 C_， (za)" 为 1(z) 在 a 点 的 主要 部 分 . 


定义 2 设 a 是 f(z) 的 弧 立 奇 点 ， 
(1) 若 f(z) 在 4 点 的 主要 部 分 为 直 ， 则 称 4a 为 f(z) 的 可 去 


(2) 若 1 (z) 在 0 点 的 主要 部 分 有 有 限 项 ， 设 为 
Cn tL (Cx0) 
之 一 @ 


To 

则 称 4 为 f(z) 的 ft 级 极点 . 

(3) 若 jz) 在 2 点 的 主要 如 分 有 无 穷 多 项 ， 则 称 a 为 f(z) 
的 本 性 奇 点 
2 . 可 去 奇 点 

共 a 为 1(z) 的 可 去 奇 点 ， 则 有 f(z2)=Co 二 C1(z 一 a) 十 
Cui(z 一 0)2 十 … (0 二 |z 一 a| 过 RR)， 上 式 右边 表示 同 丰 ， 
1z 一 a 过 内 的 共 罗 解析 两 数 。 车 合 fo) 一 Co， 则 f(z) 在 
赔 K 内 与 一 个 闪 罗 修 折 两 数 重合 .也 就 是 说 ， 我 们 将 f(z) 
在 点 4 的 值 因 以 适合 定义 ， 则 a 点 是 共 轿 解析 点 . 

关于 可 去 奇 点 ， 我 们 有 

定理 5 车 a 为 f(z) 的 强 立 奇 点 ， 则 下 列 三 个 条 件 是 等 
价 的 : 

(1) f(z) 在 a 点 的 让 要 部 分 为 适 . 

(2) lim f(2)=b (s 关 co). 


(3) 8(z) 在 天 一 {a} 内 有 界 . 


assaeeraaaaecaise 


3。 极点 
定理 4 车 a 为 f(z) 的 强 立 奇 点 ， 则 下 列 三 个 条 件 是 
等 价 的 : 
(1) f(z) 在 a 点 的 主要 部 分 为 
et (Cn 0) 
(> 一 G) 2—a 
(C2) f(z) 在 a 点 的 基 去 心 邻 域 久 一 {a } 内 能 表 成 
4(2) 
1 一 让 


其 中 4(2) 在 a 点 邻 域 检 共 罗 解 析 ， 且 4 (C0) 六 0 ， 


一 1 是 ~» 司 
(3) 9(z) 一 天 5 以 为 级 需 点 . 
对 于 极点 的 特征 的 说 明 ， 我 们 还 有 ， 
定理 5 f(z) 的 弧 立 奇 点 a 为 极点 的 必要 充分 条 件 是 


lim 六) 一 co 
a 


4。 本 性 奇 点 
定理 6 f(z) 的 强 立 奇 点 4 为 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 
是 ln f(z) 不 存在 . 


定理 7 若 z 一 “为 /(z) 的 一 个 本 性 奇 点 , 且 在 4 点 的 充分 
小 邻 域内 不 为 需 ， 则 > 一 。 也 是 -的 一 个 本 性 奇 点 . 


定理 8 者 a 为 1(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 对 于 任何 常数 4( 有 
限 或 无 穷 ) 都 有 一 个 收敛 于 a 的 点 列 { 2。} 使 得 
lim f(z,)=A 


定理 9 若 a 为 1(z) 的 本 性 奇 点 , 则 对 于 每 一 个 4ssco， 
除 挥 可 能 一 个 值 4= 4 外 ， 必 有 趋 于 a 的 无 限 点 列 { z。} 使 


jz ) 一 4 (= 1 2,…) ， 
85， 共 辆 解析 画 数 在 无 穷 远 点 的 性 质 

定义 5 设 画 数 存 尤 穷 远 点 (去 心 ) 邻 域 : YY 一 {c}， 
十 ce> |z| 宝 + 之 0 办 共 轿 解析 ， 则 称 点 00 为 1(2) 的 一 个 弧 
开 柯 点 . 


设 点 co 为 f(z) 的 焉 立 奇 点 ， 利 用 变换 =“ 一 二， 于 是 


¢(2) =f(L)=7() 
在 去 心 邻 域 天 一 { 0}: 0<lz’ < (如 r=0, 规定 


-一 十 ce) 内 基 辑 解析 ，2 “= 0 就 是 9(z') 的 一 个 弧 立 将 
点 ， 

我 们 还 可 以 看 到 ， 

(1) 对 于 扩充 = 不 而 上 无 穷 远 点 的 去 心 第 域 人 一 {c=)} 
有 :下 而 二 原点 的 去 心 邻 域 ; 

(2) 在 对 应 点 > 与 ?7 上 ，7(z) 一 人 (>/); 

(3) lim 7(2) 一 1im (2 ) 


2 0o0 

由 此 得 到 启发 ， 
定义 4 葵 2 一 0 为 p(z0) 的 可 去 奇 点 、 包 级 极点 或 本 
性 奇 点 ， 则 我 们 相应 地 称 2 二 00 为 1(z) 的 可 去 奇 点 、tr 级 极 


设 在 去 心 邻 域 开 一 {410，0 一 |z | 二 2 内 将 w (=z) 
展 成 双边 共 粥 四 级 数 ， 
n(2’) = 三 cz 


A ee 


仿 z'= 工 ， 则 有 


f(2)= Doz" (6) 
其 中 b=C._, (n=0, 士 1， 0 ) . 
(6) 式 称 为 1(2) 在 无 穷 远 点 类 心 邻 域 一 { 0 }: 0<r< 
|z| 之 十 oo 内 的 双边 共 思 震级 数 展 式 . 对 应 g(z 人) 在 2'= 0 


的 主要 部 分 ， 我 们 称 立 5 2 为 f(z) 在 *= co 的 主要 部 分 ， 


由 上 述 定 义 及 性 质 (1)，(2)，(3) 容 易 得 到 ， 

定理 10 f(z) 的 红 并 奇 点 2 二 00 为 可 去 奇 态 的 充分 必要 
条 件 是 下 列 三 个 条 件 任 一 条 成 立 ; 

(1) f(z) 在 2=0% 的 主要 部 分 为 零 ; 

(2) lim f(2)=6 (X00) ; 


(3) f(z) 在 2 ==co 的 某 去 心 名 域 V 一 { co } 办 有 界 . 
定理 11 f(z) 的 颖 立 琳 点 2 二 00 为 级 极点 的 充分 必要 
条 件 是 下 列 三 条 中 的 任 一 条 成 立 ， 
(1) f(z2) 在 z 二 co 的 主要 部 分 为 
b1 2 十 Daz2 十 … 十 bz (pas0) ; 
(2) f (2) 在 z= 二 00 的 某 去 心 令 域 N 一 {co } 内 能 表 成 


f(z2)— (2) 2" 
其 中 4(z) 在 2 =c0 的 邻 域 和 N 内 共 圈 解析 ， 且 (00) 半 0; 


1 J 
(3) 9(2)= pez) z 二 0 为 m 级 喜 点 ， 
定理 12 /8(z) 的 弧 立 奇 点 co 为 极点 的 充分 必要 条 件 
是 lim f(z) 一 co 
Z—> 的 


定理 15 8(z) 的 台 立 奇 点 oo 为 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 
件 是 下 列 两 条 中 的 任 一 条 成 立 : 

(1) fj(z) 在 ?二 co 的 主要 部 分 有 旁 多 项 共 绝 需 不 等 于 老 

(2) lim f(z) 不 存在 ， 


第 五 章 “ 残 数 及 应 用 


类 似 解 析 画 数 的 残 数 ， 共 斩 解 析 范 数 也 有 残 数 . 
$1. 残 数 
1， 残 数 的 定义 和 残 数 定理 
车 画 数 在 ac 点 是 共 轿 解析 的 ， 则 根据 积分 定理 ， 
| f(a)az=0 
Ic 


其 中 C 吓 一 条 围 线 ， 它 的 内 部 包含 6 点 ，f 2) 在 万 夫 共 孝 解 
析 ， 在 刀 十 C 上 连续 ， 

但 是 ， 若 是 7(z) 的 一 个 弧 立 奇 点 ， 且 围 线 C 公 在 C 的 
某 个 去 心 全 域内 大 包围 "点 ， 则 积分 f(z)dz 的 值 ， 一 


般 说 来 ， 不 再 为 震 . 由 第 二 齐 定 理 9 ， 这 个 积分 值 不 信赖 C 
的 形状 . 利用 双边 共 轿 营 级 数 系 数 公式 很 容易 计算 出 来 . 概 
括 起 来 ， 我 们 有 ， 

定义 1 设 矿 z) 以 三 限 点 0 为 弧 评 奇 点 ， 则 在 和 点 的 革 
去 心 邻 域内 可 以 展 成 双 迪 共 恩 医 级 数 


f (z) = > Cz—a)" (0<|lz—al<R) 
我 们 称 此 展 式 中 的 -二 这 一 项 的 系数 


= 了 了 | fad 7; |z2—al=p, (<p<R 

为 1(z) 在 a 点 的 残 数 ， 记 为 Res f(z) . 由 积分 定理 知道 ， 
当 0 二 p 二 R， 残 数 的 值 与 p 的 值 无 关 . 

由 此 可 知 ， 在 有 限 可 去 奇 点 处 ， 画 数 的 残 数 总 等 于 零 。 


一 66 一 


下 面 的 残 数 定理 是 应 用 残 数 求 围 线 积分 的 根据 ， 
定理 1 〈 残 数 定理 )f(z) 在 围 线 或 复 围 线 C 记 范围 的 区 


域 刀 内 ， 除 a1，cz，…a, 外 共 罗 解析 ， 在 闲 域 D=D+C 上 
除 aj， 2a2， ‘a “外 连 续 ， 则 


[i > Res f(z) 


g=agk 


残 数 定理 把 计算 围 线 积分 的 整体 问题 ， 化 为 计算 各 缠 立 
奇 点 处 残 数 的 局 部 问题 . 
2， 残 数 的 求法 . 

下 面 的 定理 是 求 ” 级 极点 处 残 数 的 公式 ， 对 于 级 数 过 高 
的 极点 ， 计 算 起 来 并 不 一 定 简单 ， 


定理 2 设 0 为 1(z) 的 级 极点 , f(z) = Tr ,其 


中 9 (2) 在 a 点 共 罗 解 析 ，g (co)s 0 ， 则 : 


29" ICo) 
Res f(z2)= CT 


推论 1 设 a 为 f(z2) 的 一 级 极点 ”gp(2) = 二 (2 一 a)f(z)， 
则 Res f (2)=9(a). 


推论 2 设 e 为 1(z) 的 二 级 极点 p(z) 一 (2 一 0) ?f(z)， 
则 Res f(z2)=p° (0). 


定理 3 设 0 为 1(2)== 罗 (如 的 一 级 极点 (只 要 (2) 


及 y(z) 在 4 点 共 罗 解 析 ， 且 9 (中) 半 0，Y (9) = 二 0，? (9) 寺 


_ g(a) 
0 ) ， 则 Res f(2)= oC) 


应 用 上 面 的 定理 及 推论 ， 计 算 低级 极点 处 的 残 数 是 
便 的 ， 下 面试 举 几 例 . 


很 方 
.计算 积分 | -5 一 2 2 
zl=2 2(2—1)? 
解 显然 ， f(z) 一 在 图 周 12| 一 2 内 部 有 
一 级 极点 z= 0 及 二 级 极点 z=1. 
由 推论 1 Res f(z) = 2 52—2 一 一 2 
z (z 一 D)” z=0 
i [oe 5z 一 2 7 
由 推论 2 Res (2) -|[G 1 | 
之 %=1 
; 572 G2 
所 以 | ,二 dz 2xi(—2+2)= 二 0 
2 _Sin 2 -六 
例 2 计算 积分 | 站 归 二 友 


解 ”被 积 夯 数 在 |z| = 1 内 部 以 z= 0 为 弧 立 奇 点 。 但 此 
奇 点 性 质 不 明 ， 故 采用 级 数 展 式 求 残 数 的 方法 ， 


(人 
(1—e)® 1 


2! 
一 68 一 


后 面 那个 分 式 在 >= 0 处 共 斩 解析 ， 故 可 展 成 > 的 震级 数 
1 十 of z 十 …， 于 是 在 z= 0 的 去 心 邻 域内 有 


= 1 
一 一 Ql 
(1 一 ez)8 2 
于 是 
人- 
Res 2 ~—— 1 


应 区 的 人 4 人 可 以 推广 到 无 穷 远 点 的 情形 . 

定义 2 ” 设 oo 为 了 (z) 的 一 个 弧 立 奇 点 ， f(z) 在 去 心 邻 域 
N—1{co}:0 0 <r< |z| 过 十 0 内 共 辐 解析 ， 
WE 3 fr lel =p>r | 


9x71iJ7- 


为 1(2) 广 点 2 的 兢 数 ， 记 为 Res f(z). 这 里 + 是 指 顺 时 针 


方 
(2) 在 0 志 r 达 |a| 二 十 oo 内 双边 共 罗 辕 级 数 展 式 洲 
f(2)= -5 上 5-: -Co -Ci z 十 
z 之 


CZ’ 
由 半 观 入 分 年 当 及 第 一 训 全 8 
Res f (2)= _ f(z2) dz 一 一 C_， 


ZZ 二 0 


也 就 是 说 ， 8 于 在 co 的 双边 共 扼 展 式 中 1 :这 


一 项 系数 的 祖 反 数 . 
— 68—. 


CE i 


定理 4 车 f(z) 在 扩充 z 平 面 上 只 有 有 限 个 弧 立 奇 点 ( 包 
括 无 穷 远 点 ) ， 设 为 al, aa,…a. 20, 则 f(z) 在 各 点 的 残 数 
总 和 为 需 ， 

85. 幅 角 原理 
1. 对 数 残 数 


jy 用 之 1 f(D) 人 
残 数 的 重要 应 用 之 一 是 计算 积分 | ,地 (和 dz， 它 


称 为 1(z) 的 对 数 残 数 ， 由 它 推出 的 幅 角 原理 提供 了 计算 共 
邢 解析 函数 零点 个 数 的 一 个 有 效 方法 . 


定理 5 (1) 设 ca 为 F(z) 的 和 级 需 点 ， 则 a 必 为 醒 数 全 (5 


f° (2)]_ 
的 一 级 极点 并且。 Res| 元 全 | =m， 
(2) 设 6 为 f(z) 的 # 级 极点 ， 则 5 为 而 数 
f° (2) pe.g 
FS 的 一 级 极点 ， 关 且 
es | f°G) | -一 
2 “| Fz) |- 一 
定理 6 设 C 为 一 围 线 ，/ (z) 满 足下 列 条 件 : 
(1) Faz) 在 C 的 内 部 除 可 能 有 有 限 个 极点 外 是 共和 印 析 
的 ; 
(2) f(z) 沿 C 上 共 轩 解析 且 不 为 堆 . 


ja jo 
到 | Fa dmNGCO-POC (1) 


其 中 入 (f,c)， f(z) 在 C 内 部 的 零点 个 数 ; 

PP(f,c)， f(z) 在 C 内 部 的 极点 个 数 . 

(一 个 mm 级 雳 点 算 由 个 震 点 ， 一 个 m 级 极点 算 # 个 极点 ) . 
2。 幅 角 原 理 


则 


公式 (1) 左 端 ， 


ari)o Fz) 4 一 了 让 ele 


3 {nlf (a) tig [Inlf (0)l+igol} 


~ (F190) 
27 
未 由， go 为 arg / 02) 开始 时 值 ; 
21 为 绕 行 后 arg f(z) 的 值 ， 
于 是 我 们 可 以 把 定理 6 改写 成 ， 
定理 7 (上 幅 角 原理 ) 在 定理 6 的 条 件 下 ，f(z) 在 围 线 
C 内 部 的 航 点 个 数 与 零点 个 数 之 盖 ， 等 于 当 > 沿 C 之 正 向 绕 
行 一 周 后 arg-f (2z) 的 改变 量 A。arg f(z) 除 以 2:x， 即 
POf.c)—N(F, 0) = hr8f (2) 
27 


下 面 的 定理 在 逢 定 共 二 解 析 画 数 零点 的 位 置 时 常 要 用 


定理 8 设 5 为 一 围 线 ， 画 数 了/(z) 及 gp(z) 满 足下 列 条 
件 : 

(1) 它们 在 C 上 及 共 内 部 均 共 思 解 析 ; 

(2) 在 C 上 ，|17(z)[>19(z) 1， 
由 8(z) 与 Fz) 填 2p(z) 在 C 的 内 部 有 同样 多 的 雳 点 ， 
EE N(f+g,c)=N(f, oe). 

定理 9 若 f(z) 在 域 D 内 单 叶 共 圈 解析 ， 则 在 DD 内 f° (z》 
0. 


第 六 章 ” 共 轿 解 析 开 拓 


本 章 我 们 将 讨论 已 知 区 域内 共 罗 解 析 画 数 定义 域 的 护 大 
问题 ， 即 研究 在 什么 条 件 下 能 鲍 开 拓 成 为 更 大 区 域内 的 共 施 
解析 画 数 ， 并 讨论 一 些 常用 的 共 轿 解析 开 丘 方法 ， 
$1， 共 圈 解 析 开 拓 的 概念 和 窗 级 数 开拓 
i. 定义 

定义 1 设 f(z) 在 区 域 D 内 共 较 解析 ， 考 虑 一 个 包含 D 
的 更 大 区 域 G， 若 存在 正 (z) 在 G 内 共 轿 解析 ， 且 在 刀 办 
下 (2)= F(z)， 则 称 f(z) 可 以 共 示 解 析 开 拓 到 G 和 内， 并 人 丈 
F(z) 为 (2) 在 域 G 内 的 共 圈 解析 开拓 . 

这 样 定义 的 共 斩 解 析 开 拓 是 唯一 的 ， 这 由 共和 解 析 画 数 
的 唯一 性 定理 很 容易 证 明 。 

"70 (D: |z|<1) 


而 -在 :平面 上 只 有 一 个 奇 点 2 一 1 玖 记 (z) 一 -就 
CD 二 二 人 ERG (而 上 去 挤 1) 有 内 的 闪 红 和 
开拓 。 

定义 2 设 刀 是 一 个 区 域 ，f (2) 是 刀 内 的 单 值 共 斩 解 析 
因数， 一 元 体 { D, f(z) } 称 为 一 个 共生 解 析 元 来; 两 个 共 
久 解 析 元 素 当 且 仅 当 其 区 战 重 合 ， 而 且 在 其 上 对 应 的 而 数值 
相等 时 ， 才 是 昼 等 的 . 

定理 1 设 {Di,f1(2)}，(D。，fs(z) } 为 二 个 共 辊 
解析 元 素 ， 且 

(1) 区 域 D1 和 有 一 公共 区 域 di2、D1 及 Ds 互 不 包含 


一 ?2 一 - 


(2) fi1(2)=f,(2), 2Ed1, 
则 {D1 十 D,，Ff(z) } 也 是 一 个 共 轿 解析 元 素 . 


其 中 
fi (2z) z€EDi—di, 


F(z)= 1f2(2) 2E€D,—dis 
f1(2)=fs(2) 2z€d', 

定义 3 车 (1) Di 站 D,=di; 为 一 区 域 ,， Di 及 站: 也 
不 包含 ; (2)f1(2) 一 f,(2),，zEdiso， 则 共 轿 解析 元 素 
{Di, f1(2) } 及 {D,, f(z) } 称 为 互 为 直接 共 蜀 解析 开 
拓 . 
2. 共 轿 解析 开拓 的 共 思 团 级 数 方法 

给 定 一 个 共 统 解析 元 素 ， 求 它 的 共 思 解析 开拓 的 最 基本 
方法 是 条 用 共 轿 办 级 数 法 。 

给 定 共 斩 解 析 元 素 { Di, f1(z) } ， 并 设 21 是 D1 内 的 任 
一 点 ， 则 六 (z) 可 在 zi 点 的 邻 域内 展 成 共 酌 震级 数 


x 


fi(z)= DD Cs (2—21)° (1) 


车 这 个 级 数 的 收敛 牢 径 为 十 co, 换 句 话说 , 即 在 > 平面 上 每 一 
点 处 级 数 〈1) 都 改 伍 .这 时 级 数 (1》 的 和 表示 一 个 在 z 平 
面 上 处 处 共 思 解析 的 画 数 ， 而 在 已: 内 与 11(z) 相 同 。 据 根 共 
斩 解 析 开 拓 的 唯一 性 ， 这 个 画 数 就 是 户 (z) 在 : 以 外 的 共生 
解析 开拓 , 

若 级 数 〈1) 的 收 伊人 秆 径 为 有 限 正 数 ;， 则 我 们 在 级 数 
的 收敛 圆 厂 ! :|z 一 z1 | 之 R; 内 取 一 个 不 是 圆心 的 点 2 和， 才 
在 点 z2 的 邻 域内 把 f(z) 展 开 为 共 圈 笑 级 数 ， 


DSC, 1 二 二 (2) 
其 中 C, 一 二 f4"(z2)。 


车 级 数 (2) 的 收 合 半径 为 fa， 则 玉 : 一定 满足 不 等 式 : 
R, >R—|2,—21 | (3) 


下 面 就 (3) 的 两 种 情形 进行 讨论 . 

车, 二 Ri 一 |zs 一 21|， 则 级 数 (2) 给 出 的 收 伍 圆 内 
那些 点 的 值 已 被 级 数 (1) 确定 了 ,此 时 级 数 (1) 和 级 数 

(2) 的 收敛 圆周 的 切 点 上 就 是 广 (z) 的 一 个 奇 点 ， 即 沼 着 定 
径 从 zi: 到 zz 的 方向 f1(z) 不 能 进行 开拓 ， 

车 尺 , 室 1 一 [zs 一 2 则 新 的 收敛 圆 矿 ; 就 越 则 了 原来 
的 圆 ! 外 . 于 是 级 数 (2) 在 加 了 , 内 表示 一 共 辊 解析 画 数 ， 
设 为 f(z)， 则 在 门 s 内 fi1(z)==fo(z)， 因 而 {TT,， 
f(z) } 是 { 工 !，f(z) } 的 直接 共 思 解 析 开 拓 ， 

最 后 ， 我 们 指出 ，1) 若 级 数 〈1) 的 和 画 数 在 收 旬 圆 的 
任 一 方向 都 不 能 进行 共 轨 解析 开拓 ， 则 此 级 数 的 收 旬 贺 就 是 
和 画 数 的 存在 区 域 ; 2) 由 于 共 元 品级 数 收敛 圆周 上 至 少 存 
在 一 个 和 画 数 的 奇 点 ， 所 以 在 改 敏 圆 内 所 定义 的 共 斩 解 析 画 
数 向 任意 方向 都 可 以 开拓 的 情形 是 不 可 能 发 生 的 . 
8$2， 透 弧 共 斩 解 析 开 拓 及 对 称 原 理 

上 节 提 到 的 直接 共 罗 解 析 开 拓 是 关于 相交 区 域 的 ， 若 二 
区 域 不 相交 ， 但 有 一 段 公共 边界 ， 我 们 也 可 以 进行 直接 共 圈 
解析 开拓 . 

定理 2 设 {D1，fi(z)}，{D,，f(z)} 为 二 个 共 
耕 解析 元 素 ， 且 : 1) 区 域 D 与 D0; 不 相交 ， 但 有 一 段 公 共 
边界 ， 除 掉 夫 端点 后 的 开 弧 记 为 工 ; 2) f1(z) 在 Di 十 上 
连续 ，fs (z) 在 局 :十 二 上 连续 ; 3) 沿 工 ， 广 (>z) 一 fa(z)， 
则 {Di 十 十 D,，F(z) } 也 是 一 个 共 轿 解析 元 素 。 其 中 


和 


(fi (2) zEDD) 
ro (2)=f: (2) zET 
f2 (2) zED;, 
定义 4 ”你 满足 定理 2 条 件 的 二 个 共 轿 解析 元 素 { Di， 
f1(z2) }，{D:，f:(z) } 互 为 透 弧 共 生 解 析 开 拓 . 
定理 3 1) D 和 D* 为 z 平 面 上 两 个 区 域 ,， 分 别 在 上 中 
平面 与 下 个 平 面 ， 关 于 x 轴 对 称 ， 荐 且 它 们 的 边界 都 包含 轴 
上 一 条 线段 S; 2) { D，f(z) } 为 共 力 解析 元 素 ，7(z) 在 
刀 十 8S 上 连续 且 在 S 上 取 实 数值 ， 则 切取 十 ?十 D*， 天 (2z) } 
也 是 一 个 共 轿 解析 元 天。 共 中 
f(2) 2€ED+S 
F(z)= 


1 zeD* 
多 信 共 加 解析 画 数 的 讨论 完全 类 似 解析 西数 的 讨论 ， 由 
于 上 比较 复杂 ， 在 这 里 就 不 讨论 了 。 


第 七 章 ” 共 思 解 析 函 数 的 几何 理论 


一 个 复 变 画 数 上 = 让 (z)， 从 几何 观点 看 来 ， 可 以 解释 
为 从 z 平面 到 z 平面 之 间 的 一 个 变换 .本章 将 给 出 共 斩 解 
析 画 数 所 构成 的 变换 的 某 些 重要 特征 . 我 们 将 看 到 ， 这 种 
变换 在 共 轿 导数 不 为 雳 的 点 处 具有 一 种 保持 角度 数量 不 变 ， 
方向 相反 ， 伸 长 度 相同 特征 .下 一 竟 可 以 看 到 这 一 特性 在 流 
体力 学 、 弹 性 力学 、 电 学 等 学 科 指 某 些 实际 问题 中 都 是 一 种 
重要 工具 ， 

§1， 兴 办 解 析 净 换 的 特征 

1. 共 轿 导数 的 几何 意义 ， 

设 w= 了 (2z) 在 域 D 内 连续 ，z。ED， 在 zo 点 有 共 轿 时 
数 f"(zo) 关 0， 通 过 26 任意 引 一 条 有 向 连续 上 曲线 C， z= 
z(t) (fot )，z0 一 z(t0)。 若 2'(t0) 存 在 且 zx (to)ss 
0， 则 ce 在 20 点 有 切线 ，2 (to) 就 是 它 的 切 量 ， 它 的 倾角 
为 @=argz'(to)。 经 过 变换 w=f(z), C 之 象 曲线 太一 
f(c) 的 参数 方程 为 三: w= 二 f(z(1))，(io 志 1 )， 相 
应 曲线 切 向 量 的 倾角 为 y. 

理 旁 虚 解 析 画 数 f(z) 在 zo 的 情形 .经 过 w 一 (2) 3 
换 ， 曲 线 C 变 为 厂 ， 相 应 曲线 切 向 量 的 倾角 为 ， 合 a 
arg f° (zo)。 由 解析 画 数 的 保 角 性 质 

yp—p = arg(7(zo)) 


上 并 


由 异 数 与 共 罗 导 数 的 关系 ， 
arg(f (20)) ‘=—& 
w=——y 
代入 上 式 ， 


一 儿 一 0 一 一 
所 有 以 a=y+9 

这 就 是 共 罗 导 数 幅 角 的 几 集 意 义 ， 它 天 示 曲 线 C 在 ze 处 
的 切线 倾角 与 象 曲线 厂 在 f(z0) 处 著 线 倾角 之 和 . 

其 区 车 经 过 z。 点 有 两 条 有 向 连续 曲线 C, 、C。. 
设 C;(i=1, 2) 在 zo 点 的 切线 倾角 为 p ; (i 一 1,2)，C ;在 变换 
二 f(z) 下 的 象 曲 线 厂 ;在 ws 二 f(z) 点 的 切线 倾角 为 
pi(i 一 1,2)， 则 由 (1) 式 ， 

及 :十 多 一 幼 。 十 pa 一 

断 以 功 : 一 攻 =— (91— 82) 
于 是 我 们 有 ， 

定理 1 在 连续 变 换 w=#(z) 下 ， 若 f(zo) 关 0， 则 
经 过 z。 点 有 切线 的 任意 两 条 有 连续 曲线 的 夹 角 与 其 象 曲线 
在 we 一 7 点 的 交角 大 小 相等 ， 方 向 区 ， 


由 于 lim A = lim 知 | -colza 


Az—=0 | Az 人 zz- 


说 明 变换 zw 全 这 也 就 是 共 罗 导 数 模 
的 儿 何 意义 。 

定义 1 利用 连续 画 数 亡 作 的 变换 ， 使 通过 已 知 点 的 尾 
两 条 有 向 连续 曲线 间 的 夹 角 的 大 小 相同 ， 方 向 丰 反 ， 则 称 示 
变换 在 此 点 是 有 反 向 保 角 的 ; 若 连 综 变 换 在 区 域 DD 内 各 点 均 反 
向 保 角 ， 则 称 它 在 如 办 是 反应 保 角 的 、 也 称 它 为 区 域 已 内 的 
反 向 保 角 变换 . 

由 定理 1 及 定义 1 ， 我 们 有 ; 

定理 2 若 岂 =j(z) 在 域 D 内 共 儿 解析 , 则 它 在 共 轿 导 
数 不 为 零 的 各 点 是 芭 向 保 角 的 。 or 

推论 车 ww 二 了 (z) 在 区 域内 单 叶 共 轿 解 析 ， 则 w= 


77 一 


er 


f(z) 在 D 内 反 向 保 角 . 
2. 共 思 g 解 析 变 换 的 保 域 性 . 

借助 解析 变换 的 保 域 性 ， 容 易 得 到 : 

定理 3 设 w= 了 (z) 在 区 域 D 内 共 轿 解析 ， 且 不 蚀 为 常 
数 ， 则 号 的 依 G=f(D) 也 是 一 个 区 域 . 

推论 设 w=f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 共 办 解析 ， 则 全 的 
象 G=f(D) 也 是 一 个 区 域 . 
3. 单 吐 共 轿 解析 变换 的 反 向 保 形 性 。 

定义 2 若 w=f(z) 在 区 域 D 内 是 单 叶 、 反 向 保 角 的 ， 
则 称 此 变换 w= 了 (z) 在 D 内 是 反 向 保 形 的 ， 也 称 它 为 DD 内 的 
反 向 保 形变 换 . 

定理 4 设 w=f(z) 在 区 域 DD 内 单 叶 共 罗 解 析 ， 则 
1) w 二 f(z) 将 DD 反 向 保 形变 换 成 区 域 G=f(D); 2) 反 画 
数 z= 了! (w) 在 区 域 DD 内 单 叶 共 罗 解 析 ， 且 

(fi1(w0))' = — Fi (z0ED, w=f(20) EG) 

显然 ， 两 个 反 向 保 形 变换 的 复合 是 一 个 保 形变 换 . 

下 面 我 们 研究 儿 种 初等 共 罗 解 析 画 数 构成 的 反 向 保 形变 
换 ， 它 们 在 反 向 保 形变 换 中 都 是 很 基本 的 ， 
82。 共 斩 线 性 变换 . 
1， 共 思 线 性 变换 及 其 分 解 


一 ( 其 中 | ， | -sd 一 tex ) (1) 
称 为 共 辆 线性 变换 . 
2 | 0 是 必要 的 ， 否 则 ko 恒 为 常数 . 


此 外 ， 我 们 将 〈1) 式 在 扩充 z 平 面 上 加 以 补充 定义 ; 考 
css0, 在 z 一 (一 二) 处 ， 定 义 刀 =ooj; 在 2z= 一 oo 处 ， 定 义 


w 一 了; 著 c 一 0， 在 2 一 % 处 , 定义 ww 一 oo. 


于 是 ， 我 们 总 认为 共 轿 绕 性 变换 是 定义 在 扩充 平面 上 
的 . 变换 (1) 式 ， 将 扩充 z 平面 一 对 一 地 因而 单 叶 地 变 成 
扩充 由 平面 ,事实 上 ，〔1) 式 具有 逆 变 换 。 


Ff —dw+b 
= 一 人 ee ) 
共 圈 线性 变换 (1) 式 总 可 以 分 解 成 下 述 简单 类 型 变 换 
的 复合 : 
十 hh (Rs0) 


(WH) w=khkz+h 
事实 上 ， 当 c=0 时 ， (1) 式 已 是 ( 工 ) 型 变换 : 
a 


— 5b 
w= 2 十 元 


当 c 关 0 有时， (1) 式 可 改写 为 
be—ad bc—ad 1 
clczt+d) 2 czt+d 2 


we 十 
c 


叱 就 是 下 面 形 如 (了)、( 卫 )、( 卫 ) 的 变换 ， 


< 一 cz+d 
+. 
7 


er 人 


的 复合 . 

因此 ， 弄 清楚 (II)、( 工 ) 、( 下 7) 型 变换 的 几何 性 质 ， 就 
可 弄 清楚 一 般 共 箔 线性 变换 (1 ) 的 性 质 . 

下 面 我 们 来 考察 (了 )、()、( 赴 ) 型 变换 移 几 何 意义。 

.( 工 ) 型 变换 w= kz .十 As0) 可 称 为 反 构 整 线性 
变换 . 若 R=pe” (>0，da 为 实数 ) ， 则 

w=pe'i"z+h 

由 此 可 见 ， 此 变换 就 是 先 将 z 关于 实 轴 对 称 变 换 ， 然后 旋 
转角 度 gg， 再 作 以 原点 为 中 心 的 按 比 例 为 p 的 相似 变换 ， 最 
后 平移 一 个 向 量 *. 也 就 是 说 ， 在 反 向 整 线性 变换 之 下 ， 原 
象 与 象 相似 ， 只 不 过 这 种 变换 是 改变 了 冬 形 方 访 的 相似 变 
换 . 


( 工 ) 型 变换 ww = 了 众所周知 是 一 个 倒数 变换 ， 它 可 分 


了 ， u = 已 一 种 简单 变换 的 复合 。 前 者 称 为 音 


位 圆周 的 对 称 变换 ， 后 者 关于 实 轴 的 对 称 变换 . 
(下 ) 型 变换 w 二 kz 十 就 是 一 个 整 线性 变换 。 车 
=pei*， 则 | ww 二 pe'*z 十 h， 此 变换 就 是 先 将 z 旋转 角度 
a， 然 后 作 一 个 以 原点 为 中 心 ， 此 例 系数 为 p 的 相 杞 变 换 ， 

最 后 平移 一 个 向 是 
2， 志 轿 线性 变换 的 保 圆 性 

形 如 (T)、( 秆 ) 的 整 线性 变换 显然 将 圆周 〈 直 线 ) 变 为 
圆周 〈 直 线 ) 。 这 可 由 它们 的 几何 意义 得 知 。 

形 如 (于) 的 倒数 变换 将 贺 周 (直线 ) 变 成 圆周 或 直 


线 . 

由 于 共 罗 线 性 变换 (1 ) 是 (I )、( 了 了) (于 ) 型 变换 的 
复合 ， 于 是 我 们 证 明了 : 

定理 5 共 轿 线性 变换 将 于 面 上 的 加 周 《直线 ) 变 为 加 
局 或 理 线 . 

我 们 把 直 绕 看 成 是 通过 无 穷 运 点 的 图 周 ， 寺 是 ， 我 们 可 
以 说 ， 夫 和 线性 变换 将 扩充 平面 上 的 贺电 变 为 扩充 面 上 的 贺 
周 ， | 
3. 共 罗 线性 变换 的 反 向 保 形 性 

由 于 共 配 线性 变换 (1 ) 在 扩充 于 面 上 是 单 叶 的 。 斯 以 我 
们 只 要 说 明 它 在 扩充 三 面 上 是 反 向 保 角 的 . 因为 (4 ) 由 ( I)、 
(了 )、( 下 ) 复 合 而 成 ， 而 ( I) 是 反 向 保 角 的 ，( 卫 )、( 下 ) 则 
是 保 角 的 ， 所 以 (1) 是 反 向 保 角 的 .于 是 , 我 们 就 证 明了 : 

定理 6 ”共生 线 性 变换 (1) 在 扩充 平面 上 是 反 向 保 形 
的 . 

4. 共 轿 线性 变换 保 共 d 交 比 性 
定义 5 若 连 续 变换 将 -一 2， :一 变 威 


4 一 之 2 ge22， 


WV, ws 


(B20): (Eu), 则 称 变换 具有 保 共 思 交 比 性 ， 


(站 中 21，2。，2s，。24 相 异 ) 
定理 7 共 轿 线性 变换 具有 保 共 罗 交 上 比 性 ， 
证 对 ( 工 ) 型 变换 素 说 ， 设 
wi; = kzith (=12.3、4) 


WW .We—wWwl 
WW Ws—wW,o 


(kzsth) (heith) , (hzsth)— (kz 十 有 ) 
(kzsth)— (Rasth) (hzath)— (hzz+h) 


_/{ zz 一 > 23 一 21 
= ): (全 2) 
可 见 ,， (了 ) 型 具有 保 共 思 交 比 性 ，( 了)、( 下 ) 型 显然 具 
”有 保 上 比 性 .由 于 共 固 线性 变换 (1 ) 是 (IT)、()、( 下 ) 型 复 
合 ， 所 以 它 具 有 保 共 思 M 交 上 比 性 . 

由 这 个 定理 可 得 确定 共 轿 解析 变换 的 条 件 ， 

定理 8 设 共 轿 线性 变换 扩充 z 平面 上 的 三 个 相 异 点 
z1、22、23 指 定 变 为 w!、 岂 ,、ws， 则 此 共 圈 线性 变换 唯一 
确定 ， 并 且 可 写成 ， 


WW .Ws—wWw! =( 之 一 了 ): ( 2Z3 一 21 ) 
妇 一 而 。 WO—wW, ZzZ—2»/  \ 2s—2, 


5. 汞 统 线性 变换 的 保 对 称 点 性 

定理 9 设 扩充 z 平面 两 点 > 、zs 关于 圆周 + 对 称 ， 
也 二 工 (2) 为 一 共 罗 线性 变换 ， 则 w, = 上 (21),w。 一下 (zz) 
两 点 关于 圆周 厂 一 上 (7) 对 称 ， 

此 结论 仿 线性 变换 保 对 称 点 性 的 证 明 易 证 . 
$3 某 些 和 等 共 轿 画 数 所 构成 的 反 向 保 形变 换 
1.。 共 固 需 画 数 与 共 罗 根 式 画 数 

共 轿 震 画 数 ww 一 2" (2) 
其 中 #4 是 大 于 1 的 自然 数 ， 它 除了 z=0 及 z= 外 ,处 处 
具有 不 为 零 的 共 轿 导数 ， 因 而 在 这 些 点 是 反 向 保 角 的 。(2) 


的 单 叶 性 区 域 是 顶点 在 原点 张 度 不 超过 > 的 角形 区 域 ， 困 


此 , (2) 式 将 角形 区 域 0< arg z<a，(0<a < -2 ) 反 府 


保 形 变换 成 角形 区 域 ， 一 ac<<argw<<0. 
作为 ”w 二 z" 的 逆 变 换 ， 
之 一、 ww (3) 
将 多 下 面 上 的 角形 区 域 ， 一 na 之 arg w<0， 反 向 保 形 变换 
成 = 干 面 上 的 角形 区 域 ; 0<arg z<a (这 里 za 是 万 内 
的 一 个 单 值 共 斩 解 析 分 支 ) . 
对 于 一 般 共 罗 需 夯 数 ， 


ol (4) 


w -2¢=€ 
由 于 (2) = G25-1,(4) 仍 在 点 2 二 0 及 z=oo 不 

反 向 保 角 。 
当 >1 时 ，zw 一 2* 的 主 值 将 角形 域 ， 一 也 <argz<< 也 


反 向 保 形变 换 成 沿 负 实 轴 荐 破 的 w 平面 

当 a<1 时 ,不 能 将 一 角形 域 反 向 保 形 交 换 为 有 荐 链 的 
w 平面 . 

2. 共 轿 指数 画 数 与 共 红 对 数 画 数 

共 轮 指数 画 数 w=e? (5) 

在 任意 有 限 点 均 有 ( e*)' =e* 妆 0， 因而 它 在 z 平面 上 是 
反 向 保 角 的 . 

(5) 式 的 单 叶 性 区 域 是 平行 于 实 轴 宽 不 超过 2r 的 带 形 区 
域 . 于 是 (5 ) 式 将 带 形 区 域 : 0 过 Jmz 过 h (0 过 h 才 2x) 反 启 
保 形 变换 成 变换 成 角形 区 域 . 一 A<<argw<0， 

作为 e:* 的 道 变换 ， 

= Liw | (6) 


它 将 罗平 面 上 的 角形 区域 G: 一 h<argw< 0 (0<h 
委 27) 反 向 保 形 变换 成 z 平面 上 的 带 形 区 域 g; 0<< 了 。 2<h 
(这 里 Znw 是 G 内 的 一 个 单 值 共 斩 和 解析 分 支 )， 

84.， 关于 反 向 保 形 变形 的 存在 定理 及 边界 对 应 定理 
1。 反 向 保 形 变换 的 存在 定理 

不 少 实际 问题 要 求 我 们 将 一 个 指定 的 区 域 反 向 保 形 变换 
成 男 一 区 域 来 处 至. 我 们 已 经 知道 一 个 单 时 共 圈 解析 画 数 能 
勇 将 它 的 单 叶 性 区 域 反 向 保 形变 换 成 另 一 个 区 域 ， 于是， 我 
们 很 自然 地 反 过 来 考虑 反 向 保 形变 黎 理 论 中 的 一 个 基本 问 
题 : 

“在 扩充 平面 上 任意 给 定 两 个 单 连通 区 域 D 与 G， 是 否 
存在 一 个 ( 单 叶 〉 共 思 g 解 析 画 数 ， 使 D 变 成 吕 ? 简单 地 说 ， 
单 连通 区 域 刀 能 反 向 保 形 变换 成 单 连通 区 域 G 的 条 件 是 什 
人 么 ? 唯一 性 条 件 是 秆 么 ? ” 

上 述 问 题 可 以 简化 成 : 

“在 扩充 平面 上 任 给 单 连通 区 域 忆 ， 能 否 肥 向 保 形 变 ; 
成 单位 圆 ? 在 什么 条 件 下 ， 这 种 变换 是 唯一 的 ? ” 

由 于 反 向 保 形 变换 可 以 看 成 一 个 保 形 变换 加 上 一 个 实 轴 
对 称 变换 ， 因 此 参照 黎 曼 存在 唯一 性 定理 不 难得 出 ， 

定理 6 (存在 唯一 性 定理 ) 扩充 z 村 面 上 的 单 连通 
区 域 D， 共 边界 点 不 下 一 点 ， 则 有 一 个 且 只 有 一 个 在 DD 内 的 
单 叶 共 轿 解析 画 数 包 == 了 (z)， 它 将 D 吧 向 保 形变 换 成 单位 贺 
Iw| 二 1， 且 满足 条 件 : 

f(a)=0, f°(a)>0 (acEDD) 
2. 上 面 的 讨论 限于 区 域内 部 的 反 向 保 形 变换 ， 未 涉及 边 
界 ， 类 似 保 形变 换 的 讨论 ， 我 们 有 : 
定理 7 (对 应 边界 定理 ) 设 (1) 单 连通 区 域 D 与 G 的 


边界 分 别 为 简单 闭 曲 线 C 与 让; (2) w =f(z) 将 D 反 向 保 
形变 换 成 G。 则 大 2) 可 以 扩张 成 (2)， 使 在 心 内 .FF(2) 一 
f(z), 在 D=D 十 C 上 连续 ,并 将 C 双 方 单 值 且 过 续 地 变 成 本 . 
此 结论 的 递 结论 亦 成 立 . 0 
关于 多 角形 区 域 的 反 向 保 形变 换 ， 为 了 避 驳 过 多 的 重 
复 ， 我 们 不 再 讨论 了 ， 读 者 可 以 验证 多 角形 区 域 的 保 形变 换 
的 结果 几乎 完 双 照搬 . | 


第 八 章 共 锯 解析 函数 应 用 简介 


本 章 就 共 斩 解 析 画 数 在 流体 力学 、 静 电场 、 弹 性 力学 、 
几何 等 几 个 不 同 领域 的 应 用 举例 ， 涪 明了 宅 的 应 用 价值 . 
81. 流体 力学 上 的 应 用 

设 不 可 压缩 密度 均匀 的 流体 在 区 域 疡 内 作 平面 稳定 流 
动 ，” 二 v: 十 17 表示 每 一 点 的 运动 速度 ，v*、2: 分 别 悄 
示 速 度 在 x 轴 、> 轴 上 的 分 量 ， 

在 区 域 忆 内 考虑 一 条 闭 曲 线 >， 它 的 内 前 也 属于 D，ds 
天 示 曲 线 ? 的 骂 长 ， 的 微分 ，dn 表示 岗 线 ”的 法 线 方 向 的 
微分 ， 且 当 洛 着 正方 向 经 过 曲线 时 ， 法 线 nn 永远 在 曲线 7 
的 右边 ， 

著 流 体 在 已 内 是 无 源 的 ， 则 在 忆 内 任 一 点 都 有 


-9 92r 
div = 十 了 0 (1) 


车流 体 在 D 内 是 无 旋 的 ， 则 在 D 内 任 一 点 都 有 


rot v= v1 _ 0。 -0 (2) 


于 是 ， 对 于 无 源 、 无 旋 的 不 可 压缩 流体 的 稳定 流动 来 
说 ， 速 度 v 一 vs 十 ivy 一 定 满足 (1)、(2) 条 件 ， 因 此， 
它 是 一 个 共 轿 解析 西数 .反之 ， 对 于 不 可 压缩 流体 的 稳定 流 
动 来 说 ， 若 速度 v = v; 十 ivy 处 外 满足 共 轿 解析 条 件 ， 则 可 
断定 此 流动 在 域 D 内 是 无 源 无 旋 的 .于 是 , 对 于 不 可 压缩 流体 
平面 稳定 流动 ， 我 们 有 : 

定理 1 流动 在 域 D 内 无 源 无 旋 的 充分 必要 条 件 是 流速 
在 D 夫 是 共 思 解析 的 . 
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从 (1) 式 还 可 以 看 由 ， 一 ordx-osdy 是 某 个 二 元 画 
数 %(x;,y) 的 至 征 分 ， 即 四 


dp(x,y)=vydx—vudy _ 
于 是 
人 -= Dy Ys (3) 
出 此 得 
8 ~ 
dy _ 9x vy 
dx Dp vs 
9y 


这 说 明 ， 等 值 线 $y(x,y》) 二 Ci 上 每 一 点 的 流速 v=v。 
十 iv: 都 与 等 秆 线 (x,y) ==C, 相 切 . 因此 ，y (x，y) 二 
C1 是 流动 在 无 源 时 的 流 线 ， 
同样 ， 从 (2) 式 也 可 以 看 出 ，v:dx 十 vydy 是 茶 个 二 
元 函数 %(x,y) 的 全 微分 ， 即 
GO(x，?y) 一 vsdx 十 Drdy 
出 此 得 到 


39 _, 99 -， 
ax Ur, ay Uy . (4) 


于 是 
gradg=(v.,Vs)=U 
这 表示 责 数 p(x, >) 是 流动 的 画 势 数 ， 而 等 镇 线 p(x， 
》) 二 Cs 就 是 等 势 线 . 
比较 (3) 、 (4) 式 可 以 得 到 
99 3% 9m -9 
ax 3y ”37 Ax 
册 此 可 见 , f(z2) 二 pg(%,y) 十 iy (x, >》) 在 单 连 洒 区 域 DD 内 是 失 


一 动 二 


TE 


元 解析 的 ， 这 个 别 数 称 为 到 划 这 体 在 区 域内 流 动 及 复 形 ， 
对 1 下 


f°(2) = +i tivy 


由 此 可 见 ， 殉 源 无 旋 流 动 的 复 形 、 流 速 都 是 共 辑 解析 羡 
数 ， 且 有 ， 复 形 的 共 印 导数 是 流速 . 这 样 ， 我 们 用 不 称 解析 
画 数 来 描写 、 研 究 无 源 无 旋 流动 就 非常 方便 。 由 于 它 是 直接 
描述 ， 所 以 比 解析 画 数 直 观 . 
此 外 还 有 
T= | f°(2) az=| (vetivy) (dx ~—idy) 
C C 


一 {vrdxrvrdy ti {ved vsdys 
C C - 上 


一 六 十 2 
其 中 C 是 闪闪 任意 财 昌 线 ， 矿 、 信 分 别 是 环 量 、 流量 . 
例 1 设 平面 稳定 流动 的 复 形 为 f (2)=azta>0) ， 求 
速度 、 流 责 数 、 流 线 、 势 函数、 等 势 线 . 
解 f°(z) 一 a， 故 每 点 速 认为 a。 
f(2)=ax—iay 
故 ” 流 闭 数 为 一 ay， 淹 线 ay =C1， 
势 画 数 为 ”ax， 等 势 线 ax 二 C， 
所 以 复 形 询 划 了 流体 以 等 速 e 从 平面 的 堪 方向 右 方 的 流动 情 
形 。 加 
例 2 设 平面 稳定 流动 的 复 形 为 f(z) = -十 -， 求 束 
z 
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度 、 流 画 数 、 流 线 、 势 画 数 、 等 势 线 . 
解 ” 流速 ; f°(7)= 一 一 ; 


1 
由 于 f(2) 一 -二 一 一 一 和 这 


2 22 
所 以 
流 丽 数 :57 一 流 线 ! yi 一 一 C1 
势 卫 数 ， ys 等 势 线 :一 i 了 ji 一 一 C， 
$2， 静电 学 中 的 应 用 


在 平面 电场 中 ， 电 位 4&(x,y) 和 电 通 "(x,y) 都 是 调 和 
画 数 ， 而 且 ， 等 位 线 (相当 于 流 线 ) u(x,7》) 一 Ci 和 和 地力 线 
(相当 等 势 线 ) v(x,》) 一 Cs 互相 正 交 ， 这 种 性 质 正 和 一 个 
共 轿 解析 医 数 的 实 部 和 虞 部 所 具有 的 性 质 相符 合 。 我 们 引进 
共 柜 解析 画 数 : 
f(z2)=u(x, 7)+iv(x, >) | 
其 中 4(x,y) 是 电场 的 电位 ，"(x,y) 是 电场 的 电 通 ， 我们 
称 f(z) 为 电场 的 复 形 . 
于 是 ， 我 们 训 可 利用 夫 锯 而 玫 把 电场 的 电位 和 电 肖 
有 机 地 结合 起 来 ， 
此 外 ， 我 们 还 可 以 看 到 ， 
(2) 二 4 二 iy 二 gradu 一 一 EE ( 负 场 强 ) 
即 复 形 的 共 禾 导数 为 电位 的 梯 症 〈 负 场 强 ) ， 且 ， 
[EI=|f°(2)| argE=x+arg f° (2) a 
因此 ， 用 共 罗 解析 丁 数 来 描述 静电 场 也 相当 方 便 、 穴 


观 ， 这 是 解析 画 数 所 不 及 的 ， 

类 似 流体 力学 的 讨论 ， 我 们 有 : 

定理 2 ”静电 场 是 管 式 有 位 场 的 充分 必要 条 件 是 场 强 是 
共生 解 析 的 ， 


例 3 设 静 电场 的 复 形 为 F(z) = - 工 - ， 求 电位 、 等 位 


之 


线 ， 电 通 ， 电 力 线 ， 场 强 . 


解 
电位 4 (x,》) 一 ys ,等 位 线 Fy 


- 


电 通 v(%, 》) 一 二 人 电力 线 Fi 


_ 场 强 一 一 疾 (2) 一 一 六 


即 1] 了 E| = arg E—2argz 


1 
jzl? 


83， 弹性 力学 上 的 应 用 
一 一 用 共 簿 解析 夯 数 表示 平面 问题 的 应 力 夯 数 、 位 移 和 


应 力 
我 们 知道 ， 在 弹性 力学 里 ， 在 体积 力 为 自重 的 情况 下 ， 
解 平面 问题 归结 为 求 满足 双 调 和 方程 : 
V2(V20) 一 V40 一 0 (5) 


的 应 力 画 数 9p， 并 满足 边界 条 件 。 我 们 可 用 共 二 解 析 画 数 求 
这 双 调 和 方程 的 解 ， 也 就 是 可 用 共 圈 解析 丽 数 宪 示 平面 的 应 
力 男 数 ， 

我 们 取 


P=v’9 (0) 
由 (5) 式 知 V2:P=-0， 因 此 了 是 调和 画 数 ， 取 调和 画 数 Q 
使 f(z)=P 一 iQ 为 共 罗 解析 画 数 . 


合 。。y(z) 一 土 |f(2) gz 一 p 一 iq 也 为 共 镶 解析 ， 
且 | 
p° (2) =3 f(z) 一 FP-iQ) 


因为 p,9 调和 ， 所 以 V2? 访 一 0， yg=0, . 


所 以 
,2 2 9p _ ,9p 
V(xp)=xY Pp + 2 2 9x 
本 __ 2 99 _ ,99 
Vi(Y9q) 一 >yV29 十 2-5y 2 
于 是 
2 9p 939 _ 
V’:(xp+i+)g) 2 十 23 P 
VvV*(g—xp—>a) 
=V*g—V’:(xp+i+ygq)=P—P=0 
合 
pi 二 9 一 Xp 一 >》q， 显 然 p 也 是 调和 画 数 . 
则 


p=xpi+ygqgi+pi . (7) 
引入 调和 画 数 9 ， 使 


一 和 1 一 


X (2) 一 户 一 ig! 共 亏 解析， 


于 是 ， 1 
2$(2)+X(2) 四 
一 (xs 十 17) ( 访 一 19) 十 bi 一 fg 
=(Xp+yg+p1)—i(xq—py 二 gi) 
由 (7) 式 得 : 


p=Re(zp(2)+X(z)) (8) 
或 y=) +X()+ 2 VO)+ ZC) 


(9) 
(8) 、 (9) 两 式 表示 任何 应 力 两 数 可 用 适当 选择 的 共 
辆 解析 画 数 表 示 
下 面 我 们 可 以 看 到 ， 位 移 和 应 力 亦 可 用 这 些 共 圈 解析 疼 
数 表 示 . 
对 于 无 体积 力 的 平面 应 力 问题 ， 位 移 4、 v 与 应 力 画 数 
有 如 下 关系 : 


au _ 1 -1/9 320 
3x 一 吾 (" :一 759 去 人 375 EY ) 
30 1, = 1/9°% v.99 ) 
37 Be! ?os) (3 2 
B90 13 2Ut7), 20U+») 9°9 
337 五 机 E ax3ay 
(10) 
2 2 
由 Pv’y = +o% 9p _ 99 -1p 


372 dx 97 4 
《10) 式 的 前 二 式 变 为 i 


,9u _1[ ,2p 3 | 
加 机 | 4 Fx (1 二 ») 85 
3 _ 1 93g 3 8] 
37 司 | 4 3 (1+») ys 
二 式 积 分 


“一 了 [4 一 G+y) Be +g(>) | 
(11) 


5 一 站 4 一 G+y) 9 十 9s co)| 


将 (1) 式 代入 《10) 式 的 第 三 式 : 


3y 3x 3x97 dy dx 
= 一 2(1+v) 且 久 

因为 让 + 

所 以 胡 + 喉 - 

于 是 
Md-C (常数 ) 


gi(7)= 一 CyY 二 CT ga(xX) 一 一 CxX 十 Ca 
可 知 91(Y)，gs(*) 表 示 刚 体位 移 ， 去 掉 这 些 项 后 ， (1) 
“一 中 42-d+y>) 名 -| 


WH” Wl 


v= [12-G+») 如 -| 


一 93 一 ， 


或 4& 十? 


= $4Cptio) -+ ») (2- 十 122- )| 


(12) 
对 (7) 式 : pg 二 xp 十 yq+ 思 1 两边 对 x，y 求 导 后 ， 整 理 ; 


+i Se-= P+ (2)+X0(z) (13) 


代入 (12) 式 ; 


2 


utiv 一 一 及 (>) 一 [zp° (z)+ xX"(z)] 


(14) 
(14) 式 即 为 用 共 轿 解析 阔 数 (2)、X(z) 表示 位 移 
u、v 的 表达 式 . 
为 求 应 力 分 量 0:、os、T:1， 我 们 在 (13》 式 两 边 对 % 
求 导 : 
99 ,, Fg 
Dx? 1 353 
=p° (2)+2p iI (2)+ (2) + X12) (15) 


对 y 求 导 后 乘 以 i: 
B99 _99 
Dx9y 9y? 
=— PIE 2p (2) —$ (2) + 1 (2) (16) 
出 (15) (16) 两 式 相 减 得 : 
cz 十 ay 一 20(2) 十 2 用 0(z) 一 4RRego(z) (17) 
由 (15) (16) 两 式 相 加 得 ， 
Os—0os—2irsy—2[2p rt21(2)+ Xr21(2)] (18) 


由 (17) 、《〈18) 两 式 可 知 ，o:、os、re4 均 可 由 共 轿 
解析 画 数 %(z)、X(z) 表 示 ， 
§4” 反 向 保 形变 换 的 应 用 

共 胃 解析 画 数 具有 反 向 保 形变 换 的 性 质 ， 我 们 可 以 利用 
这 一 性 质 ， 求 解 给 定 边界 条 件 下 平 南 场 的 复 形 , 它 的 方法 
是 ， 把 一 个 边界 形状 比较 复 染 的 平面 场 利 用 共 氏 解析 画 数 的 
反 向 保 形 变换 转化 为 边界 形状 比较 简章 的 平 面 场 ， 再 去 求 
解 . 下 面 我 们 举例 说 明 . 
。 例 4， 一 个 其 大 金属 导体 ， 挖 去 一 个 角度 为 60 "的 二 面 
角 ， 让 导体 充电 到 电势 V。 试 有 二 面 角 内 电场 中 的 电 妆 分 
布 . 

解 ” 把 导体 看 作 无 限 长 ， 只 须 研究 一 个 横 截面 ， 把 这 横 


截面 时 做 ?平面 . 在 z 平面 上 ， 二 面 角 表 现 纲 为 顶 角 为 去 的 角 
域 (图 1) . oe 


图 1 图 2 


把 项 角 放 大 到 三 倍 则 成 为 z， 而 顶 角 为 + 的 角 域 变 为 什 
平面 ， 问 题 容 易 解 得 多 。 
— 95= - 


事实 上 ， 作 变换 5 = 243， 在 5 平面 上 ， 上 中 平面 是 导 
体 ， 下 什 平面 是 空间 (图 2 .在 下 个 平 面 的 电势 分 布 易于 解 
出 为 

4 一斑" 一 C7 
常数 C 取 决 于 导体 表面 的 电荷 密度 . 
回 到 > 平面 ， 角 域 中 的 电势 分 布 为 
u=Vo—CI,. C=Vo—CI, 2? 
=V +C(3xy—y?) 

人 鲍 5. 研究 平底 水 槽 中 的 水 流动 ， 槛 底 有 一 坚 立 的 薄片 

阻挡 水 流 (图 8 ) . 求 流动 的 复 形 及 流速 . 


图 6 


解 ” 这 个 问题 的 困难 来 自 槽 底 的 薄片 ， 它 的 特征 是 两 边 
各 有 一 个 直角 ， 作 变换 : 
21 一 Z3 
直角 加 倍 变 成 平角 ， 如 图 4 . 汪汪 生 麻 用 二 2 的 je 全 
为 zz 平面 的 实 轴 上 从 一 一 和 经 原点 向 十 o 去 的 抽 线 两 岸 ， 这 
样 的 问题 简单 得 多 。 
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21 平 面 的 割 线 端 点 不 在 原点 ， 作 变换 ， 
23 一 31 十 瑚 2 
将 割 线 端点 移 到 原点 (图 5 ) . 
制 线 两 岸 为 夹 角 2r 的 两 根 直 线 ， 作 变换 ， 
《= 一 1 2 
夹 角 变 为 rx， 即 割 线 两 岸 成 为 “平面 的 实 轴 (图 6) . 
< 平面 上 流动 的 复 形 显然 是 
FE) 一 CE (C>0) 
回 到 > 在 面 
CE=C 1 2 = CV2ItR~ CV 2 4h 
此 即 为 原 流动 的 复 形 . 


0 i 
为 了 说 明 常 数 C 的 意义 ， 考 罕 远 离 竖立 薄片 地 方 的 流速 


， 2 ,2 _ 
J C7) cn) 
这 就 是 说， 流速 Y、y 分 量 : v, 一 C，vy 一 0. 于 是 ,远离 
坚 立 薄片 的 地 方 ， 水 是 平行 模 底 流动 的 ， 沪 速 就 是 C . 
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结 束 语 


全 解析 画 数 的 研究 还 不 完善 ， 但 已 初 具 规模 ; 共 斩 解 析 
画 数 似乎 不 是 什么 新 东西 ， 仔 细 推 艾 ， 它 是 一 个 至 新 的 夯 数 
类 .由 于 我 们 在 硫 究 中 大 量 运 用 了 解析 夯 数 的 性 质 ， 似 乎 手 
法 也 没有 什么 创新 ， 实 际 上 那 只 是 为 了 证 明 简单 .事实 上 ， 
由 于 定义 了 共 轿 导数 、 共 思 积 分 这 样 一 些 磅 新 的 概念 以 及 相 
应 的 一 些 运 算法 则 ， 共 罗 解 析 画 数 的 所 有 性 质 都 可 以 在 此 基 
础 上 推 妆 出 来 ， 而 不 必 延 用 解析 夯 数 的 手法 .最 后 指出 ; 我 
们 完 僵 可 以 仿 叶 解析 本 数 的 方法 定义 侍 共 扳 解析 面 数 ， 侍 解 
析 画 数 已 经 得 到 的 结果 在 侍 共 圈 解 析 画 数 中 都 有 对 应 为 了 
避免 重复 ， 此 书 中 不 再 论 述 . 
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